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1 Introducao

Este documento tem o intuito de guiar o aluno ao longo do curso de La-
boratério de Fisica I. Ao longo do semestre, faremos aproximadamente 10
experimentos. Estes experimentos estao associados a disciplina de Fisica I e
servirao, basicamente, como apoio aos fundamentos da Mecanica e a correta
manipulagao estatistica dos dados e obtengao das incertezas. Cada expe-
rimento serd precedido de um roteiro, que auxiliara tanto na realizacao do
experimento quanto na confeccao do relatério. Todos os roteiros serao aqui
apresentados.

E importante observar o compromisso com a realidade, atentando para a
correta e responsavel obtencao do mensurando em consideraco. Desvios da
conduta responsavel na conducao do experimento levara, inexoravelmente, a
erros grosseiros e, obviamente, a nao obtencao de resultados adequados.

Todo experimento deverd ser acompanhado de um relatério. Na préoxima
secao, apresentaremos um Guia geral para sua elaboracao. Antes, contudo,
é necessario esclarecer alguns pontos com relagao ao mesmo.

Os relatérios deverao ser entregues 7 dias apds a realizagao do experi-
mento (salvo na presenga de feriados, onde o prazo poderd ser aumentado).
Eles deverao conter uma estrutra padrao, conforme indicado na proxima
secao. Lembrem-se de que os relatérios serao avaliados, e esta avaliagao po-
derd influenciar decisivamente no desempenho final do aluno. Os relatérios
deverao ser individuais, e nao se admitira a existéncia de relatorios idénticos.
Caso isto ocorra, os relatérios com contetdo idéntico (ou parcialmente) serao
anulados.

Aconselha-se ao aluno fazer uso extensivo desta apostila (a qual, além
dos roteiros que deverao ser lidos antes da aula, contém informacoes, regras e
conceitos basicos importantes para a realizacao de bons relatérios) e, quando
necessario, da bibliografia associada. Ambos terao um papel fundamental
ao longo do curso e, sem a consulta periédica a ambos, muito do que sera
exposto em sala poderd nao ser apreendido.

1.1 Guia geral de relatérios

Os relatérios deverao conter, necessariamente, a seguinte estrutura minima:

e Titulo e autores;
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e Introducao: Utilize os livros disponiveis na literatura sugerida e pro-
cure fazer uma boa introdugao ao assunto tratado na experiéncia, en-
fatizando, se possivel, os objetivos a serem atingidos com a mesma.
Utilize equagoes se for necessério (quase sempre sera!). Como sugestao,
nao ultrapasse uma péagina com a introdugao. Note que a introdugao
serve para guiar o leitor no experimento. Portanto, evite frases vagas
ou nao relacionadas diretamente com o assunto. Se, por exemplo, o
experimento envolver a determinacao da constante gravitacional, inicie
a introducao objetivamente, como a seguir: “Neste experimento vamos
medir a aceleracao da gravidade local utilizando-se de um péndulo.
Faremos medidas consecutivas do periodo de oscilacao do péndulo e,
através da equagao (1) abaixo determinar o valor de g.”. Evite coisas
do género: “E muito importante na fisica determinar o valor da ace-
leracao gravitacional...” Elas deslocam o foco do trabalho e nao servem
de muita coisa.

e Metodologia e Materiais: Procure delinear as etapas principais do
experimento, fazendo diagramas e/ou esbogos do experimento sempre
que possivel. Relacione os materiais utilizados, e a seqiiéncia de ob-
tencao dos dados. Procurem ser sucintos, mas precisos.

e Apresentacgao dos resultados: Introduza os dados experimentais em
tabelas claras e objetivas. Introduza o significado de cada coluna da
tabela no proprio texto, de modo que o leitor possa “ler” a tabela cor-
retamente. Apresente as equagOes pertinentes, tanto para a obtencao
de um determinado resultado como aquelas necessarias para o trata-
mento das incertezas, propagacao de incertezas e ajuste de curvas por
métodos analiticos. Explique aparente controvérsias nos dados experi-
mentais. Procure fazer graficos (quando for o caso) e, assim como nas
tabelas, coloque uma legenda sintética e sua apresentagao detalhada
no texto principal. Nao se esquecam das unidades (em geral, S.I.),
arredondamentos e escalas (em graficos).

e Conclusoes: Aqui as conclusoes do relatério deverao ser explicita-
das, com base nos resultados obtidos. Facam uma andlise critica dos
dados experimentais e sua concordancia (ou nao) com a modelagem
do fenomeno. Se utilizarem livro de apoio, ou material da internet,
facam uma secdo, ao final, com as referéncias utilizadas. Assim como
no item “Introducao”acima, evitem frases vagas como “Vimos que é
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muito importante determinar a constante...”. Conclusoes devem con-
ter, ncessessariamente, um resumo do resultado principal alcancado.
Por exemplo: “Neste experimento, determinamos o valor da aceleragao
local da gravidade através de medidas do periodo do péndulo simples.
Obtivemos um valor de g = (9,5 +0,5) m/s*>. O valor encontrado estd
proximo ao valor esperado para g no nivel do mar, e em nossa latitude,
obtido através da equacao g ~ 9,785(1 + 0,00529sen*\) m/s* (onde A
é a latitude; ver Nussenzveig 2002), e, dentro dos desvios calculados,
correto.”

1.2 Meédia, desvio padrao, e desvio padrao da média

No decorrer do semestre, varios conceitos relativos ao correto tratamento
dos dados adquiridos em laboratorio deverao ser utilizados. Em particular,
devemos estar cientes de que as incertezas sao essenciais na discussao de um
resultado experimental. Ela pode ser obtida diretamente de um experimento
(no caso em que flutuagoes estatisticas em torno de um valor médio nos per-
mitir avaliar as incertezas que chamamos de incertezas do tipo A e, também,
no caso em que se é possivel modelar as fontes das incertezas que chama-
mos incertezas do tipo B; aqui, em geral, dada pelo limite de resolucao do
aparelho de medida) ou, o que é mais comum, ela pode advir da composi¢ao
de incertezas avaliadas experimentalmente. Neste caso, devemos nos atentar
para a correta propagacao de incertezas, que envolve conceitos de multiplas
derivadas parciais, como veremos a seguir. No que se segue, faremos um
compeéndio das equagoes que nos serao tuteis no tratamento dos dados.

e Média (ou valor médio): Uma série de medidas de uma mesma
grandeza resultara no valor médio (ou valor mais provavel), que devera
ser dado pela seguinte equagao:

XN
i=5 ;:1 y (1)
onde ¥y é o valor médio, N é o nuimero total de medidas realizadas e y;

é o valor da i-ésima medida.

e Desvio: o desvio de um conjunto de medidas é dado pela diferenca
entre cada valor medido e o valor médio:
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0 =yi— ¥y (2)

e Desvio médio: o desvio médio é a média dos valores absolutos dos
desvios:

>y |6
5, = L=l (3)
N
e Variancia: a variancia estd intimamente relacionada com o desvio pa-
drao. A variancia que nos fornece a melhor estimativa experimental
para o desvio padrao é dada pela seguinte equagao:

N

o’ = ﬁ Z(yz‘ — ) (4)

i=1

Esta equacao assume que estamos utilizando um espago amostral, e
que o valor ¥ é o valor médio do mensurando. Por isto ela é conhecida
como melhor estimativa experimental da variancia. Esta abordagem é
distinta de, por exemplo, admitirmos a existéncia de um wvalor verda-
deiro, yper, para o mensurando. Caso existisse, a variancia deveria ser
estimada utilizando-se a seguinte equacao:

1 N
0" = D05 = ther)? @
i=1

Esta equagao é frequentemente utilizada quando se analisa a estatistica
de uma populacao (em detrimento de amostras).

e Desvio padrao: o desvio padrao é a raiz quadrada da variancia. A
partir do item anterior, podemos definir, entao, a melhor estimativa
experimental do desvio padrao e o desvio padrdo como sendo, respecti-
vamente, dados por:
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7=\ 0 g

e Desvio padrao do valor médio: Define-se o desvio padrao do valor
médio (que serd usado para expressar a incerteza final no valor do
mensurando) como sendo dada por:

o
Om = (8)
VN
e Incerteza padrao: na auséncia de uma estimativa para os erros sis-
tematicos, a incerteza padrao é dada pelo desvio padrao do valor médio,
descrito acima. Caso os erros sistematicos possam ser avaliados, define-
se a incerteza padrao como sendo dada por:

012, =02 +0? (9)

onde o primeiro termo desta equacao é o desvio padrao do valor médio
e o segundo termo é a chamado incerteza sistemética residual (ou in-
certeza do tipo B; em geral, dificil de se obter). Uma regra simples,
que independe de modelagem, pode ser assim considerada:

Ly
2

onde o, é a incerteza sistematica residual (ou incerteza do tipo B, o),
L, é o limite de erro de calibracao do instrumento. Como uma estima-
tiva (pobre) do limite do erro de calibra¢ao, pode-se utilizar a menor
divisao que é explicitamente indicada pelo instrumento de medida. Esta
discussao é mais complexa do que a aqui apresentada, mas vamos nos
ater a esta simplificacao. Para maiores detalhes, consulte o capitulo 5
em Vuolo (2004).

(10)

O, =0B X~

1.3 Algarismos significativos e regras para arredonda-
mento

Em primeiro lugar é preciso dizer que nao é muito clara a definicao da apre-
sentagdo do mensurando (ja com suas incertezas calculadas). Como regra
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geral, utilizaremos a convencao de apenas um algarismo significativo na apre-
sentacao da incerteza, ou dois, no méaximo, caso seja pertinente.

Como exemplo, suponha que o desvio padrao de um conjunto de medidas
seja dado por o = 0,144 m. A forma correta de apresentar este desvio seria
0 = 0,14 m, ou ainda ¢ = 14 cm. Note que ambas as formas tém dois alga-
rismos significativos, ao contrario do calculo original. Quase sempre, escrever
mais algarismos significativos na expressao da incerteza nao faz sentido. O
capitulo 5 do livro Fundamentos da Teoria de Erros contém informacgoes de-
talhadas a respeito dos procedimentos adequados para a apresentacao das
incertezas.

Como um exemplo, suponha que um resultado experimental e a respectiva
incerteza sejam dados por:

y = 0,0004639178 m

o = 0,000002503 m

Neste caso, como a incerteza padrao deve ter no maximo dois algarismos
significativos, deveremos reescreve-la como:

o = 0,0000025

logo, o mensurando devera ser reescrito:

y = 0,0004639

Como regra geral, deve-se evitar muitos zeros & esquerda, nao significativos.
Pode-se fazer isto convertendo-se a unidade ou apresentar o resultado em
notagao cientifica (melhor). Ambos os resultados abaixo sao corretos:

y = 0,4639 mm o = 0,0025mm

y=4,639x 107" m oc=0,025x 107" m

Como regra para arredondamento de numeros adotaremos o seguinte
critério. Soma ou subtracao de duas quantidades devera possuir o mesmo
numero de algarismos significativos. Quando houver algarismos significati-
vos excedentes, limita-se excluindo-os do resultado (e.g., Vuolo 2004). Supo-
nha que o nimero abaixo possua trés algarismos significativos (W, Y e X) e
quatro em excesso (A, B, C e D):
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W, YXABCD

Logo, a regra sera:

e de X000 a X499, os algarismos excedentes, nao significativos, sao sim-
plesmente eliminados;

e de X500 a X999, os algarismos excedentes sao eliminados e o algarismo
X aumenta de 1 (arredondamento para cima);

e 10 caso de X500000 (muito comum), entdo o arredondamento deve ser
tal que o algarismo X depois do arredondamento deve ser par.

Veja a seguir, alguns exemplos:

2,43 —2,4 3,688 — 3,69 5,6500 — 5,6 5,7500— 5,8

5,6499 — 5,6 5,6501 — 5,7 9,475 — 9,48 3,325 — 3,32

Note que na soma, subtracao, multiplicacao e divisao de ntimeros com
uma quantidade de algarismos significativos diferentes, deve-se apresentar
o resultado com um numero de algarismos significativos igual ao da me-
dida mais pobre em algarismos significativos. Por exemplo, (5,5 g)x (4,45
m/s)=24.5 gm/s. Note que mantivemos um algarismos apés a virgula, con-
sistentemente com a medida mais pobre em algarismo significativo (5,5g).
Neste caso, o resultado final ficou com trés algarismos porque o produto de
5x4 produz dois algarismos significativos.
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2 Representacao de medidas em histogramas

2.1 Introducao

Nesta experiéncia vamos utiizar o micrometro para a realizacao de medidas do
diametro de palitos de madeira. Nosso objetivo serd mostrar que um grande
nimero de medidas desta mesma quantidade (o diametro) ird resultar em
uma distribuicao em torno de um valor médio. Deveremos, entao, calcular
os desvios (desvio padrao e melhor valor experimental para o desvio padrao)
e obter histogramas da distribuicao dos diametros. Finalmente, apresentar o
valor da medida corretamente.

2.2 Material e métodos

Esta experiéncia sera realizada com amostras de 500 palitos de madeira. Seus
diametros serao medidos com um micrometro de 10 pm.

2.3 Roteiro experimental

e Utilizem o micrometro para realizar as medidas do diametro dos pali-
tos fornecidos. Anotem as caracteristicas do micrometro, avaliem seus
limites de erro e sua escala;

e Facam 100 (cem) medidas do diametro dos palitos a partir da amostra
fornecida. Lembrem-se de, apds realizar uma medida, voltar com o
palito escolhido para a amostra, de modo a dar igual probabilidade
de que cada palito da amostra seja escolhido; discuta esta questao no
relatério;

e Anotem em uma tabela os resultados obtidos, na ordem em que foram
observados;

2.4 Guia para apresentacao dos resultados

e Consulte o Guia Geral de Relatorios contido neste caderno e utilize-o
para a confeccao do seu relatério;
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e Apresente a tabela com os dados obtidos;

e Calcule o valor médio do mensurando, o desvio padrao, o desvio padrao
do valor médio e apresente o valor do mensurando (ou seja, seu valor
médio acompanhado de sua incerteza). Vocé saberia dizer algo sobre o
calculo da incerteza padrao? Discuta isto nos resultados.

e Divida o intervalo dos mensurandos encontrados em 7 partes. Para
isto, primeiro identifique o valor minimo obtido para o mensurando e,
também, o valor maximo. Subtraia o valor maximo do valor minimo e
encontre o intervalo A. Assim: A = Y402 — Ymin- Divida este intervalo
em 7 partes iguais.

e Subdivida sua amostra e encontre o nimero de medidas dentro de
cada intervalo definido anteriormente. Assim, obtenha a freqiiéncia
de ocorréncia N(y) do mensurando em cada intervalo e, conseqiiente-
mente, a freqiiéncia de ocorréncia relativa, F'(y) = N(y)/N.

e Apresente um histogramas com sete (7) intervalos (definido pela dife-
renga entre o maior valor e o menor valor do mensurando), contendo
as freqiiéncias relativas em funcao do intervalo considerado. Discuta o
resultado.

e Repita o procedimento anterior para um ntimero menor de dados. Con-
sidere, por exemplo, de sua tabela com 100 medidas, apenas as cinco
primeiras, apenas as 10 primeiras e, finalmente, apenas as 50 primeiras.
Construa os histogramas de cada uma destas sub-amostras e compare
com o histograma contendo a amostra com 100 medidas. Discuta o
resultado.
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3 Propagacao de incertezas

3.1 Introducao

Quando calculamos grandezas derivadas, ou seja, grandezas que nao podem
ser medidas diretamente através dos instrumentos disponiveis, temos um pro-
blema: Como propagar as incertezas individuais? Talvez um exemplo possa
nos ajudar. Neste caso em particular, vamos medir a densidade de diferen-
tes cilindros, compostos por diferentes materiais (de diferentes densidades).
Como sabemos:

m

P=v (11)

onde p é a densidade, m é a massa e V' é o volume. Como os volumes a serem

medidos sao cilindros, a massa serd dada pela indicacao em uma balanca e,
seus volumes, serao dados por:

V=1R*h (12)

onde R ¢é o raio do cilindro e h sua altura média.

Note que aqui temos um problema. O que queremos, ao final, é a deter-
minacao da densidade e sua incerteza. Logo, o que queremos é determinar
0,. Mas, como vemos pelas duas equagoes acima, temos que primeiro deter-
minar as incertezas na massa e no volume. Esta, por sua vez, depende da
incerteza na determinagao do raio e da altura do cilindro. Assim, de acordo
com a teoria de propagacao de incertezas (ver Apéndice A), teremos:

op \° ap\?
2 _ (9P 2 9P\ 2
% = <0m) m + <0V) o (13)

Nesta equagao, o, ¢ a incerteza na determinacao da densidade, o, ¢ a incer-
teza na determinagao da massa, e oy a incerteza na determinagao do volume.
Ora, 0, é facil de se obter (estatisticamente ou nao), porque se trata de um
mensurando. Mas o que fazer com a incerteza no volume?

Bom, temos que calcular a incerteza que advém da equagao (12) e, depois,
voltar a equagdo (13). Facamos isto. Para calcular a incerteza no volume,
temos:
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av\> av\>
i <@> o+ <%) o} (14)

onde, agora, or € a incerteza na determinacao do raio do cilindro e oy, a
incerteza na sua altura. Ambos mensurandos e passiveis de serem obtidos
com um paquimetro.

Vocés podem mostrar facilmente que, calculando as derivadas parciais,
podemos obter (facam esta deducao no relatério):

GV -[G) -G -]

Definindo €, = 0,,/y como sendo as incertezas relativas, teremos, a partir
da equacao acima, uma equagao bem simples de ser calculada:

€, =1\/€2, + 4k + € (16)

Note que todos os termos podem ser determinados a partir do experi-
mento, se medirmos massa, altura e raio de um cilindro uniforme.

3.2 Material e métodos

Serao utilizados cilindros de metal e madeira. Seus diametros e alturas serao
medidos com um paquimetro e suas massas com uma balanca.

3.3 Roteiro experimental

e Escolha pelo menos trés cilindros de diferentes materiais;

e Meca, com um paquimetro, o diametro e a altura dos cilindros (dé um
nome, ou numero que identifique o cilindro com suas caracteristicas).
Sugere-se tomar pelo menos 20 medidas para o diametro e a altura
(cada membro do grupo pode realizar uma série de medidas, em dife-
rentes posi¢oes). Anote os resultados em uma tabela. Estas medidas
fornecerao um valor médio para o raio e a altura de cada cilindro, jun-
tamente com seus desvios (og e o, ou ainda, €g e €);

e Meca, com uma balanga de precisao, a massa de cada cilindro. Se
houver mais de uma balanca, sugere-se a medida da massa em cada
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3.4

uma das balangas (desde que tenham a mesma precisao indicada). Se
houver uma tnica balanca, sugere-se estimar a incerteza a partir da
menor divisao indicada. (Isto é razodvel? Discuta no relatério este
procedimento.)

Guia para apresentagao dos resultados

Consulte o Guia Geral de Relatorios contido neste caderno e utilize-o
para a confeccao do seu relatério;

Apresente as tabelas, identificando cada cilindro, com os dados obtidos
para o raio, altura e massa;

Calcule (e mostre como obteve) os desvios para cada uma das variaveis
acima;

Deduza a equagao (15) e obtenha a incerteza para a densidade. O valor
encontrado é razoavel? Discuta no relatério.

Apresente o resultado final (valor mais provavel mais incerteza) para
cada cilindro medido.
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4 Ajuste linear simples

4.1 Introducao

Muitas vezes sabemos que uma grandeza se comporta linearmente com rela-
¢ao a (pequenas) variagoes em outra grandeza. Esta é, por exemplo, a relagao
que existe entre a forca elastica em uma mola e a deformacgao da mesma. Em
outras palavras:

|Fep | o< Az (17)

onde F,; é a forga eldstica (em uma dimensao: vamos simplificar nosso pro-
blema) e Az = z — xy a deformagao liquida sofrida pela mola com relacdo a
sua posi¢ao de repouso (xg).

Assim, se determinamos experimentalmente varios Az’s, podemos, em
principio, obter a constante de proporcionalidade na equagao (17) acima.
Esta constante, como sabemos, chama-se constante eldstica da mola, e a
equacao abaixo é conhecida como Lei de Hooke!:

IF| = KAz (18)

A questao que podemos nos colocar é a seguinte: Suponha que tenhamos
realizado o experimento e tenhamos obtido o seguinte grafico de forca versus
deformagao (ver Figura 1). Note que os pontos devem representar uma reta,
pois sabemos que o fenomeno se comporta linearmente. Mas eles nao estao
absolutamente alinhados! O que fazer nestes casos?

4.2 O método dos minimos quadrados

Nestes casos, utilizamos o conceito de regressao linear, que permite-nos obter
o melhor ajuste possivel aos dados experimentais. Como aqui, neste caso
em particular, estamos interessados no ajuste de uma reta, vamos, entao,

'Note que estamos simplificando o problema: sabemos que esta lei é valida apenas no
regime elastico da mola, onde ela responde linearmente a deformacao. Fora deste regime,
para deformagées crescentes, a mola tende a se romper e, nesta regiao, a Lei de Hooke nao
¢ mais valida.
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A

-
deslocamento

Figura 1: Gréfico hipotético da relagao experimental entre os deslocamentos
liquidos e a forga em uma mola

empregar o ajuste linear simples (para maiores detalhes, veja o Apéndice B).
Ou seja, supondo que:

y=axr—+b

teremos:

b— Zx?Zyi— DoTi ) Tili
N ai— (@)

a4 = NZ%%‘Z%Z%
NY o} — (3 x:)?

Estas equagoes sao uma conseqiiéncia do método dos minimos quadrados,
cujos fundamentos tedricos estdo descritos no Apéndice B (ver, também,
Vuolo 1996). Nestas equagdes, os simbolos tém seus significados usuais: N é
o numero de pontos, x; é a coordenada z para cada ponto ¢ (no nosso caso
aqui, as deformagoes liquidas da mola) e y; a coordenada y para os pontos
x; (no nosso caso, a forga restauradora da mola).

Sabemos obter experimentalmente as deformagoes liquidas (basta medir
com uma régua as posigoes inicial e final de equilibrio da mola). Como obter a
forga elastica da mola? No nosso modelo, vamos utilizar a for¢a gravitacional
como auxilio e nos lembrarmos de uma equacgao basica da mecanica: no

(19)

(20)
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referencial do laboratério, um corpo estara em repouso desde que o somatorio
das forcas aplicadas ao mesmo seja igual a zero. Logo, se dependurarmos
uma mola em uma haste vertical e, se dependurarmos uma massa m na
extremidade livre da mola, teremos:

Y F=0-— P+ Fy=mj—ki=0— mj= k¥

— |Ful =P

Em outras palavras, na posicao de equilibrio, o peso de uma massa depen-
durada verticalmente em uma mola equivale a forca elastica da mola. Basta,
entao, medirmos o peso das massas dependuradas e fazer um grafico da de-
formacao da mola versus peso. Com estes dados, calculamos a constante
eldstica da mola através da equagao (20).

4.3 Material e método

Massas, molas, suporte, haste vertical e balanca.

4.4 Roteiro experimental

e Fixe a haste graduada vertical no bloco de madeira.

e Prendam de forma adequada a mola e o suporte para as massas na
haste vertical que acompanha o experimento.

e Meca com uma balanca cada massa antes de colocéd-la na extremi-
dade da mola. Meca, também, antes de colocar a massa, a posi¢cao
de equilibrio da mola (sem a massa).

e Com a massa adicionada, meca novamente a posicao de equilibrio.

e Faca isto repetidas vezes, mas adicionando-se cada vez uma massa
maior. Tente obter, no minimo, 7 valores de massas diferentes (para
termos pelo menos 7 pontos no grafico; ou seja, N = 7).

e Lembrem-se de obter as incertezas na massa e nas deformagoes (Su-
gestao: cada membro do grupo pode medir, de forma independente, o
valor para as deformagdes e para as massas; basta fazer, cada um, uma
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4.5

leitura e anotar os resultados numa tabela para depois obter o valor
médio).

Guia para apresentacao dos resultados

Consulte o Guia Geral de Relatorios contido neste caderno e utilize-o
para a confeccao do seu relatério;

Na introducao, discuta a Lei de Newton correspondente que utilizamos
aqui no experimento e, também, a Lei de Hooke. Procure mostrar (com
graficos ou exemplos) que a Lei de Hooke tem um limite de validade;

Discuta o método dos minimos quadrados na introducao e enfatize sua
importancia no presente experimento;

Fique livre para utilizar um valor de g que mais lhe convier; mas jus-
tifique no relatério sua utilizacao;

Faca um esbogo do arranjo experimental, definindo quem é a posicao de
equilibrio da mola sem massas e, apds a adicao das mesmas, identifique
no esboco a deformacao e o deformacao liquida;

Faga um gréfico com os pontos experimentais obtidos (néao se esquegam
das unidades);

Reescreva as equagoes utilizadas (para o célculo dos coeficientes linear
e angular), e apresente os resultados obtidos;

Avalie o desvio no cédlculo da constante elastica da mola, a partir das
equagoes disponiveis no Apéndice B.

Calcule o coeficiente linear da reta e seu respectivo desvio. O wvalor
encontrado é razoavel? Porque?

Apresente suas conclusoes e discuta seus resultados.
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5 Movimento circular uniforme

5.1 Introducao

Um corpo que percorre uma trajetoria circular, percorrendo angulos iguais
em tempos iguais, estd em movimento circular uniforme (MCU). Esse movi-
mento pode ser caracterizado pela velocidade angular (ou freqiiéncia angu-
lar):

Af
w=-——
At
A velocidade tangencial, ou linear, é definida por:
ds
v = —
LT dt

onde s é o arco de circunferéncia. Se a trajetéria circular tem um raio R, as
velocidades tangencial e angular estarao relacionadas da seguinte forma:

vy = Rw

Pelo fato do corpo mudar a sua direcao de movimento, mesmo mantendo
sua velocidade tangencial constante, o MCU é um movimento acelerado.
Isto porque o vetor velocidade da particula, o vetor 73, muda continuamente
sua direcao. A aceleragao aponta para o centro do circulo, e é chamada de
aceleragao centripeta. E possivel demonstrar (fagam isto) que sua expressao
matematica é dada por:

vf
R

No processo de dedugao desta equagao, ¢ comum projetar as componentes
da velocidade da particula em duas dimensoes: x e y. E muito facil verificar
que ambas as projecoes sao do tipo:

= w?R

A, =

v, = vpcosl

v, = vsenf
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onde 6 = wt + ¢ (¢, aqui, é o angulo de fase) ou, em outras palavras, que a
projecao da particula sobre os eixos = e y descreve um movimento harmonico
simples (MHS).

Neste experimento, vamos verificar certas propriedades do MCU e, com
a projecao do mesmo em um dos eixos ordenados, também do MHS.

5.2 Material e método

Aparelho rotacional projetéavel (CIDEPE), cronometro ou relégio de pulso,
retroprojetor, corpo de prova esférico (esfera de isopor), fita adesiva, anteparo
de projegao (cartolina ou papel de dimensoes compativeis, presa com fita
adesiva na parede, e que serd riscado).

Utilizaremos o aparelho rotacional, projetado na parede com o auxilio de
um retroprojetor. A projecao nos permitird obter o periodo de rotacao e,
também, analisar propriedades do movimento harmonico simples.

5.3 Roteiro experimental

e Monte o aparelho rotacional projetavel com uma esfera pequena em
um determinado raio. Obtenha a melhor estimativa para o raio.

e Ligue o aparelho e escolha uma freqiiencia adequada de rotagao. Ob-
tenha a melhor estimativa para o periodo do MCU.

e Projete o sistema, de perfil, na parede (use o retroprojetor). Certifique-
se de que o objeto, quando projetado na parede, executa um MHS.
Obtenha um valor para o periodo do MHS.

e Determine a amplitude do MHS.

5.4 Guia para apresentacao dos resultados

e Consulte o Guia Geral de Relatdrios contido neste caderno e utilize-o
para a confeccao do seu relatério;

e Apresente os valores para o periodo do MCU e o raio de sua trajetoria.
Calcule a velocidade tangencial e a aceleragao centripeta do MCU.

e Obtenha os valores para a velocidade tangencial e para a aceleragao
centripeta, a partir do MCU.
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e Apresente os valores para o periodo do MHS e sua amplitude, com
seus respectivos desvios, e compare (nas conclusées) os valores com 0s

obtidos do MCU.

e Mostre, analiticamente, que um corpo executando MCU em um plano
x-y, possui um MHS (y = Acos(wt + ¢)) quando projetado sobre cada
eixo em separado.

e Com a amplitude e o periodo do MHS determinado em laboratério,
escreva uma equagao para o MHS.

e A partir desta equagdo, obtenha as equagoes para i) a velocidade da
particula e ii) a aceleragao da particula.

e A partir destas equacgoes, vocé poderia calcular a velocidade tangencial
da particula executando MCU e sua aceleracao centripeta. Como?
Obtenha estes valores e compare com aqueles obtidos no MCU.
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6 Forcas coplanares e vantagem mecanica

6.1 Introducao
6.1.1 Forgas coplanares

Considere um objeto pontual, de massa m, sobre o qual atuam n forcas.
Como a forca é uma grandeza vetorial, a soma de todas elas serd dada pela
expressao:

ﬁr:iﬁz
=1

Onde F, é a resultante das F; forcas aplicadas no objeto em questao. A
equacao anterior pode ser também escrita em termos das componentes de
cada for¢ga. Num sistema coordenadas cartesianas, teremos:

n

F; = (quFyan> = Z(Fm,iaFy,quz,i) = (ZFm,iasz,iaze,i)
=1 =1 =1

i=1

Nesta equagao, F;, F}, e F'z sao as componentes da forca resultante nos eixos
x, y e z, respectivamente, e F,; é componente no eixo x da i-ésima forga
aplicada no objeto.

O corpo em questao estara em equilibrio quando a forca resultante for
nula. Em outras palavras:

Fo=0— (iF:OiFy zo,in,izo)

Nosso objetivo no presente experimento é obter a resultante de um con-
junto de forgas atuando em um objeto (ponto), verificar a validade da equagao
acima, e confeccionar diagramas de forca.
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forca £ ?
transmitida

m 47 forca aplicada

V

Figura 2: Sistema de roldanas

6.1.2 Sistema de roldanas: uma maquina simples

Quando suspendemos um objeto de massa m qualquer, preso por uma corda,
por exemplo, e o mantemos em equilibrio, toda o seu peso nos é transmitido
através de uma tensao na corda. Assim, segundo a lei da inércia de Newton:

ZF:O—>T:P

onde T é a tensao e P o peso do objeto dependurado (note que estamos
assumindo forgas co-lineares e, portanto, desprezando o cardter vetorial das
mesmas). Consideremos, por exemplo, a Figure 2, na qual um objeto de
massa m estd suspenso, em equilibrio, por um sistema de cordas e roldanas.
Com o auxilio de diagramas de forcas, vocés podem concluir rapidamente
que a forga aplicada serd menor do que a forga transmitida (pela méquina),
de modo que definimos a vantagem mecanica do sistema como sendo a razao
entre ambas:

F’trans.
Fapl.

Vamos V,,, obter experimentalmente para um dado conjunto de massas e
roldanas. A forca aplicada poderemos medir com um dinamometro.

Vin =
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6.2

Material e método

Painel de forcas, transferidor, dinamometros, fios e argolas, para o primeiro
experimento (forgas co-planares) e, para o segundo (maquina simples), rol-
danas, cordas, massas, tripé e dinamometro.

6.3

6.4

Roteiro experimental: parte A

Disponha trés dinamometros no painel de forgas. Conecte-os, através
dos fios e argolas disponibilizadas.

Disponha dois dos dinamometros segundo um angulo qualquer (man-
tendo um terceiro sempre alinhado com um dos eixos do painel de
forgas), megam as forgas indicadas nos dinamometros e os angulos en-
tre eles (tanto com relagao aos eixos estabelecidos quanto com relagao
as proprias distengdes provocadas).

Repita este procedimento para pelo menos 5 angulos diferentes. (Su-
gestao: utilize, pelo menos, os angulos de 30, 60, 90 e 120 graus.)

Roteiro experimental: parte B

Mecam as massas de cada roldana disponibilizada e, com o tripé forne-
cido, disponha-as com o auxilio das cordas, de acordo com o esquema
proposto em sala de aula. Fagam um desenho esquemético do sistema,
identificando a posi¢ao das roldanas e suas massas equivalentes (isto é
importante).

Mecam a massa de um objeto qualquer que sera dependurado no sis-
tema de roldanas (caso ele seja dependurado por um gancho, mega a
massa do sistema completo).

Com um dinamometro adequado, na outra extremidade do sistema,
mecam a forga que mantém o equilibrio do sistema e anotem em uma
tabela. Para cada massa dependurada, megam pelo menos 5 (cinco)
vezes a for¢a no dinamometro.

Repitam o procedimento para pelo menos outras trés massas diferentes.
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6.5

Guia para apresentagao dos resultados

Parte A: Para cada disposicao angular escolhida, apresente os diagra-
mas de for¢a encontrados (decompondo, segundo o angulo, as compo-
nentes nos eixos x e y).

Calcule a forga resultante em cada caso.

Calcule a forca resultante a partir da equagao geral de composicao
vetorial: R? = A? + B% + 2ABcosf, onde A e B aqui sdao os médulos
de dois vetores quaisquer, e # o angulo entre eles, e R o moédulo da
resultante. Compare este valor com os valores obtidos anteriormente.
Compare este valor com o valor da forca equilibrante do sistema.

Parte B: Fagcam um diagrama de forcas completo, apresentando em
cada ponto do sistema as forcas pertinentes aplicadas. Calcule o valor
destas forcas. Obtenham a vantagem mecanica do sistema, para cada
conjunto de massas. Ela serd a mesma para cada conjunto de massas?
Discuta isto no relatério
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7 Atrito estatico

7.1 Introducao

Sabemos pelas nossas experiéncias diarias que se tentamos empurrar um ob-
jeto qualquer sobre uma superficie irregular, como a bancada do laboratorio
de Fisica, por exemplo, devemos aplicar uma forga. Esta forca nao é qual-
quer uma. Para isto, basta que iniciemos nosso experimento aplicando uma
forga bem pequena para tentarmos mover, por exemplo, o retro-projetor que
fica sobre a bancada. Nao obteremos sucesso a menos que aumentemos esta
forca aplicada. Até que ponto? Até o ponto em que a forca aplicada iguale-se
a forga de atrito estatico. Quando isto acontecer, o objeto entra em movi-
mento acelerado e, para que ele se mova com velocidade constante, devemos
diminuir a forca aplicada. A forca que faz com que o objeto se mova a uma
velocidade constante, neste caso, é chamada de forga de atrito dinamico (ou
cinético, dependendo do livro adotado).

Neste experimento, lidaremos primordialmente com a determinagao do
coeficiente de atrito cinético, ., dado pela equacao:

F, = pu.N

onde F, ¢é a forca de atrito estético, u. é o coeficiente de atrito estatico e N
a forca normal.

Em um plano inclinado, como mostrado na Figura 3, a situacao que nor-
malmente encontramos ¢ a seguinte. Para uma dada inclinagao do plano de
um angulo ¢ qualquer, em geral, podemos ter ou nao o movimento descen-
dente do objeto, sujeito a forca gravitacional. Isto fica claro na figura: havera
movimento descendente desde que a projecao da forca peso sobre o eixo x
(ver Figura 3) for maior do que a forga de atrito estético atuando sobre este
mesmo eixo. Como determinar, experimentalmente, o coeficiente de atrito
estatico? O que podemos fazer, e o que de fato faremos, € iniciar o experi-
mento com um bloco de madeira sobre um plano de inclinacao variavel, fazer
variar a inclinacao do plano com relagao a horizontal e determinar, entao, o
angulo minimo requerido pelo sistema para que o bloco/objeto se movimente.
Neste ponto, teremos a situagao limite entre a atuacao do atrito estatico e
dinamico. Dizemos que este ponto define o coeficiente de atrito estatico.



7 ATRITO ESTATICO 28

Figura 3: Objeto em um plano inclinado. As linhas tracejadas mostram os
eixos coordenados x (paralelo ao eixo do plano inclinado) e y (paralelo a
normal a este plano)

Neste experimento, vamos determinar o coeficiente de atrito estatico para
dois tipos diferentes de superficies. Mas, além disso, vamos também reali-
zar decomposicao de forgas usando, agora, além de dinamometros (como no
experimento anterior), também a forca gravitacional, com o auxilio de um
plano inclinado. Vamos deixar um carrinho em equilibrio estatico, em um
plano inclinado, sob a ac¢ao de i) uma forga de tensao (providenciada por um
dinamometro), ii) a forga gravitacional e iii) a forga de atrito (obviamente,
teremos que determinar o coeficiente de atrito estatico deste sistema).

7.2 Material e método

Plano inclinado, blocos de madeira com duas superficies distintas, dinamo-
metros e carros deslizantes. Dados os objetos em questao, faremos variar
a inclinagao de uma superficie até o momento da iminncia do movimento.
Neste caso, mede-se o angulo e, com as massas envolvidas, pode-se decompor
corretamente as forcas em questao em um diagrama de forcas.

7.3 Roteiro experimental

e Montem o plano inclinado disponibilizado com um angulo ¢ = 0 de
inclinagao (horizontal).
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7.4

Mecam a massa do bolco de madeira disponibilizado, coloque-o sobre
a superficie do plano inclinado e inicie o processe de aumento gradual
e continuo do angulo de inclinacao.

Mecam o angulo segundo o qual o bloco inicia o seu movimento.
Repitam esta operagao pelo menos 5 (cinco) vezes.
Repitam todo o procedimento anterior para a outra superficie do bloco.

Parte B: Repitam o procedimento da Parte A acima, mas agora com
o carro deslizante. Obtenham o coeficiente de atrito estatico para este
sistema (com um minimo de cinco medidas).

Fixem o dinamometro na parte superior do plano inclinado.
Facam a calibragem do dinamometro.

Mecam a massa do carro deslizante disponibilizado e, suavemente,
acople-o a extremidade livre do dinamometro. Megam a forca no di-
namometro (de novo, pelo menos cinco vezes).

Mecam a massa do disco metélico disponibilizado, acrescente-o ao sis-
tema e refaga a medida da forga no dinamometro (pelo menos cinco
medidas...).

Acrescente outra massa ao sistema e refaca o procedimento, com todas
os discos que foram disponibilizados.

Guia para apresentacao dos resultados

Discutam a questao tedrica envolvida no atrito estatico e dinamico na
introducao.

Na primeira parte do experimento, momtem as tabelas necessarias e
apresentem os resultados dos coeficientes de atrito estatico para os blo-
cos de madeira.

Na segunda parte, apresentem, primeiro, o coeficiente de atrito estatico
medido para o sistema carro-plano e, depois, apresente um desenho
pormenorizado do arranjo completo (dinamémetro, carro, plano, discos
metalicos, forgas envolvidas, diagramas de forga etc).
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e (Calculem cada forca envolvida e comparem as solucoes experimentais
com o que deveria-se esperar teoricamente.
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8 Associacao de molas em série e em paralelo

8.1 Intdroducao

Vimos no Capitulo 4 que uma mola, quando deixada em repouso vertical-
mente, responde linearmente a atuacao da forca peso. Em particular, vimos
que dependurando-se massas cada vez maiores na extremidade livre da mola,
obtinhamos deformagoes sucessivamente maiores. Esta proporcionalidade é
expressa pela chamada Lei de Hooke, a qual repetiremos aqui por completeza:

F=EkAzx

onde F' aqui é a forca eldstica, k a constante elastica da mola e Ax sua
deformagao com relagao a posicao de repouso (da mola).

O que faremos aqui neste experimento sera obter os valores para a cons-
tante elastica de uma combinacao em série de duas molas e, também, de uma
combinagao em paralelo de duas molas. Fica para o estudante a tarefa de
mostrar que as equagoes para a constante elastica efetiva, para os casos em
que temos duas molas (mola 1 e mola 2) em série e em paralelo serdo dadas,
respectivamente, por:

kiko
kserie = 21
ki + ko (21)
kpm"alelo = kl + k2 (22>

onde k; é a constante elastica da mola 1 e ky é a constante eldstica da mola
2.

Nosso objetivo aqui, entao, sera mostrar a validade destas duas equagoes,
experimentalmente.

8.2 Material e método

Tripé universal, suporte horizontal para as molas, duas molas de constantes
elasticas indeterminadas, k1 e k2, lamina metélica, gancho metalico para
suporte dos discos metdlicos, discos metalicos. Balanca, régua e fita métrica.
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| Discos | m (g) | m (g) | P (N) |
20,2
1 20,1 20,2 +£ 0,1 | (202,0 & 1,0)x1073
20,3
40,6
142 40,9 |40,7 £ 0,1 | (407,0 £ 1,0)x107?
40,7
60,4
14243 60,5 | 60,5+ 0,1 | (60504 1,0)x1073
60,6
80,7
1+2+3+4 80,9 | 80,8+ 0,1 | (808,0 & 1,0)x107?
80,8

101,0
14+2+3+4+5 | 100,8 | 100,9 + 0,1 | (1009,0 & 1,0)x1073
100,9

Tabela 1: Massa medida, massa média e peso dos objetos

8.3 Roteiro experimental

e Montem o conjunto do tripé universal com o suporte horizontal para
dependurar as molas;

e Com os cinco discos metélicos fornecidos, numere-os de 1 a 5. Mega suas
massas na balanca fornecida, na ordem e da forma (ou seja, agrupados)
em que serao dependurados (ou seja, disco 1, disco 1 e 2, disco 1, 2 e 3
etc). Monte uma tabela com o formato sugerido (ver Tabela 1 acima).
Chame esta tabela de TABELA 1 2.

e Escolha uma das molas. Chame-a de MOLA 1. Dependure a mola, com
o gancho, e determine sua deformagcao no repouso (Azxy) Mega este valor
trés vezes e anote no relatério o valor da deformc¢ao de repouso (valor
médio e desvio).

2Note que a Tabela APRESENTA O DESVIO EM CADA MEDIDA. Contudo, eles
deverao ser calculados a posteriori, apés o trabalho de laboratério, no feitio do relatério.
Obviamente, vocés deverao indicar se se trata do desvio padrao, da incerteza padrao etc,
seja 14 o que voces definirem como desvio.
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| Discos | Az; (em) | Az; (em) | Azy — Az (m) |
15,5
1 15,4 154 £ 0,1 | (54 + 0,1)x10~2
15,3
20,5
1+2 20,4 20,4 + 0,1 | (10,4 + 0,1)x10~2
20,3
2.5
14243 95,4 25,4 + 0,1 | (15,4 + 0,1)x10~2
25,3
30,5
1+2+3+4 30,4 30,4 £ 0,1 | (20,4 £ 0,1)x1072
30,3
35,9
14+24+3+4+5 | 35,4 35,4 £ 0,1 | (25,4 £ 0,1)x10~2
35,3

Tabela 2: Deformagoes da Mola 1

e Dependure o disco 1 na mola e mega (trés vezes) a deformagao total da
mola (Axy). Adicione sucessivamente os outros discos (respeitando sua
numeragao) e repita este procedimento. Monte uma Tabela (chamem-
na de TABELA 2), para a mola 1, contendo, na primeira coluna o objeto
dependurado (Disco 1, no primeiro caso; Disco 1 e 2, no segundo caso,
Disco 1, 2 e 3, no terceiro caso, etc), na segunda coluna o valor medido
da variagao provocada (Ax;, onde Azx; é a deformagao correspondente
aos sussecivos pesos: ¢ = 1, Disco 1; 7 = 2, Disco 1 e 2; ¢ = 3, Disco 1,
2 e 3, etc), na terceira coluna o valor médio desta deformacao (ja com
os desvios, mas, calculados depois, no relatério) e, na quarta coluna,
finalmente, o calculo da variacao liquida na deformacao, isto é, Ax; —
Axg (j4, obviamente, com seus valores médios, acrescidos da incerteza
associada; este item deve ser feito depois, no relatério). Veja a Tabela
2 como exemplo.

e Repita os dois ultimos itens para a MOLA 2 (e, obviamente, construa
outra tabela; chamem-na de TABELA 3; estas duas tabelas, TABELA
2 e TABELA 3 servem para obter o valor da constante elastica da mola
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8.4

1 e da mola 2, respectivamente).

Uma vez feito isto, fagam a montagem da associagao em série das duas
molas. Mecam a posicao de equilibrio do conjunto, com o gancho. De-
pendurem os cinco discos metdalicos (um de cada vez, obviamente, e na
seqliéncia correta), e megam as deformagoes ocasionadas. Construam
outra tabela com as informacoes (esta tabela, que serd a TABELA 4
do Relatorio, pode ser idéntica a Tabela 2 acima, desde que com a le-
genda apropriada, demonstrando claramente que trata-se do caso da
associagao em série).

Facam a montagem da associacao em paralelo com as duas molas. De-
pendurem os cinco discos metalicos (um de cada vez, obviamente), e
mecam as deformacoes ocasionadas. Construam outra tabela com as
informagoes (esta tabela, que serd a TABELA 5 do Relatério, pode
ser idéntica a Tabela 2 acima, desde que com a legenda apropriada,
demonstrando claramente que trata-se do caso da associagao em série).

Guia para apresentagao dos resultados

Consultem TODO o material de apoio fornecido. Vocés precisam rever
os conceitos de regressao linear.

Consultem livros textos onde se discute associagao em série e em para-
lelo de molas. Estudem a teoria e fagam uma boa introducao ao tema.
Deduzam as equacoes que serao utilizadas neste relatério, a saber, as
equacoes das constantes elasticas efetivas para o caso em série e em
paralelo.

Apresentem os resultados em tabelas “limpas”, como as aqui sugeri-
das. Preparem a tabela de modo que sua tultima coluna seja um ponto
do grafico, como nas Tabelas 1 e 2 acima. Reparem que utilizando a
ultima coluna da Tabela 1 e a ultima coluna da Tabela 2 voceés ja po-
dem construir, diretamente, o grafico para a determinagao da constante
elastica da mola.

Assim, com a TABELA 2 ¢ TABELA 3 (nomes estes sugeridos ao
longo deste Roteiro), vocés construirao dois graficos do peso versus
deformacao, um para a mola 1 e outro para a mola 2. Aplicando
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conceitos de regressao linear, vocés obterao as constantes elasticas ky e
ko, com seus respectivos desvios.

e Com os valores médios obtidos no item anterior para k; e ko, calculem
os valores das constantes eldsticas efetivas dadas pelas equagoes (21)
e (22) explicitadas na introdugdo deste Roteiro. Como se trata de
uma medida indireta (estamos usando dois mensurandos para obter o
valor de uma constante, ndo medida diretamente), temos que fazer o
célculo da propagacao de erros. Apresente este calculo (dedugao) e,
obviamente, o valor final das constantes com suas incertezas.

e (Calculem, via método dos minimos quadrados, o coeficiente angular das
retas obtidas experimentalmente para o caso da associacao em série e
para o caso da associacao em paralelo. Isto se faz utilizando-se os dados
nas TABELAS 4 e 5 do Relatério (repito, a seqiiéncia da numeragao
das tabelas foi sugerida ao longo deste Roteiro, e nada tem a ver com
a sequiéncia da numeracao das Tabelas que aparegcem neste Roteiro,
apenas a titulo de ilustracao).

e Compare e DISCUTA os resultados obtidos via regressao linear e via
calculo através das equacoes.
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9 Lancamento de projéteis

9.1 Introducao

Remonta a varios séculos os primeiros estudos sistematicos dos lancamen-
tos de projéteis. Excluindo-se o interesse bélico no problema, é possivel
extrair uma boa quantidade de informagoes com a observagao (e mensuragao)
deste fenomeno. Nesta aula em particular investigaremos trés fenomenos:
i) a cinemética de corpos sujeitos a uma aceleracao gravitacional g, ii) o
caso particular do lancamento horizontal de um projétil a uma determinada
velocidade v, o €, como sub-produto, iii) a conservacao da energia.

Sabemos, por exemplo, que um corpo sob a atuacao de um campo gra-
vitacional deve ter seu comportamento cinemético ditado pelas seguintes
equagoes:

r = Xy + U;c70t (23)
1 5
Y = Yo + Uy ot — §9t (24)

onde os termos, nestas equagoes, possuem seus significados usuais (z é a
posigao ao longo do eixo x, z( é a posigao inicial neste eixo de coordenadas; y
é a posicao ao longo do eixo ¥, yo € a posicao inicial neste eixo de coordenadas;
Uz 0 € a componente z da velocidade na posigao zg, vy ¢ a componente y da
velocidade na posicao yg, t é a coordenada temporal e g a aceleragao local
da gravidade).

Assim, ao langarmos um projétil horizontalmente, medindo-se o seu des-
locamento em x, podemos avaliar, via equagao (23), o valor da velocidade
com o qual o mesmo foi lancado. Também, neste caso, estamos necessaria-
mente, forcando v,y = 0. Determinando-se o tempo que o mesmo leva para
chegar ao solo e, concomitantemente, a altura do qual ele se desprendeu da
rampa, podemos obter, via equacao (24), uma estimativa para o valor da
aceleracao da gravidade local, g. Em outras palavras, estudando (medindo-
se) a cinematica do corpo em queda livre langado por uma rampa horizontal,
podemos estimar a velocidade horizontal do projétil, bem como ter uma idéia
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Y

Figura 4: Figura que exemplifica a montagem experimental utilizada nesta
aula. Note a relacao das distancias a serem medidas. Veja que ys e y; sao
as alturas maxima e minima, respectivamente, da rampa utilizada. Como a
origem do sistema de referéncia horizontal sera a projecao da extremidade
livre da rampa, x, na figura, ja nos dara uma medida da trajetoria da esfera
(ver texto para uma discussao detalhada do aparato).

do valor da constante g. Estes serao dois dos nossos objetivos neste experi-
mento.

Um terceiro objetivo serd, apds concluida a etapa anterior, comparar
os resultados obtidos com as equacao (23) e (24) com o resultado previsto
pela conservagao de energia. Como sabemos, um corpo que parta de uma
determinada altura y, com velocidade inicial igual a zero, deverd chegar
ao final da rampa (aqui considerada horizontal, e com altura y;) com uma
velocidade dada por (Ver Figura 4):

Vzo = \/297}’ (25)

onde h = yy —y; (ver Figura 4) e g sdo, ambos, fornecidos pelo experimento.
Contrastando a velocidade assim obtida com aquela fornecida pela equacao
(23), podemos chegar a interessantes conclusoes. E fundamental o correto
tratamento das incertezas neste experimento.
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9.2 Material e método

Tripé e haste universais, cronometro, fita métrica, papel milimetrado, rampa
com saida horizontal, esfera metalica, fio de prumo e fita adesiva.

O experimento consistird em abandonar, do repouso, uma esfera metélica
do topo de uma rampa cuja saida é horizontal. Deveremos realizar medidas
repetitivas do tempo que a esfera leva para atingir o solo, apds sua saida
definitiva da rampa, bem como as tomadas das medidas de altura (caracte-
rizagdo da rampa com relagao ao solo) e deslocamentos horizontais sofridos
pela esfera. Estas medidas subsidiarao os calculos da aceleracao da gravidade
local, da velocidade horizontal inicial (onde inicial aqui quer dizer o ponto
onde a esfera deixa a rampa). Ver Figura 4 para o reconhecimento inicial do
problema de medicao.

9.3 Roteiro experimental

e Alinhe a lateral da rampa horizontal fornecida em sala de aula com uma
referéncia na bancada, como a linha diviséria nas tampas de marmore
das bancadas. Deixe a extremidade horizontal da rampa coincidir com
a extremidade livre da bancada (isto lhe assegurara que a projegao ver-
tical da extremidade livre da rampa coincidird, no chao do laboratério,
com a posi¢ao que chamaremos de xzq; a qual faremos, por conveniéncia,
ser nossa origem do sistema de coordenadas, ou seja, g = 0). Esta

posicao devera se manter constante durante todo o processo de me-
dida.

e Utilize o fio de prumo para determinar, no chao do laboratorio, as
projecoes da extremidade livre da rampa. Pode-se utilizar uma fita
adesiva para marcar, no chao, o inicio do sistema de coordenadas em
x.

e Feito isto, faca alguns lancamentos com a esfera de metal, utilizando
a altura maxima disponibilizada pela rampa. Estes testes iniciais irao
nos fornecer uma idéia de onde a esfera tocara o solo, apds lancada.
Assim, pode-se proceder com a fixacao do papel milimetrado no piso
do laboratério (utilize as jungdes do porcelanato no piso para auxiliar
na decisao de onde fixar o papel milimetrado).

e Montado o aparato experimental (rampa no lugar correto, caracte-
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rizagao do sistema de coordenadas no piso do laboratério, fixagao do
papel milimetrado), podemos proceder com o experimento.

e Faca um lancamento da esfera, a partir do topo da rampa. Enquanto
um membro do grupo langa a esfera, outro membro do grupo devera ser
responsavel pela medicao do tempo. O tempo a ser medido é o tempo
entre a saida da esfera na rampa de lancamento e o toque da mesma
no piso do laboratério. Deve-se, também, medir a distancia entre a fita
adesiva no solo (aquela que caracteriza nossa origem, xy) e o ponto que
sera produzido pelo impacto da esfera com o papel milimetrado. Como
sugestao, apos medida a distancia, marque com uma caneta o ponto
medido (para nao confundir depois, com vérios langamentos e varios
pontos no papel).

e Repita o item anterior pelo menos vinte (20) vezes. E muito impor-
tante, como dissemos, uma boa representacao estatisticas dos resulta-
dos neste experimento.

e Uma vez medidos o tempo e o deslocamento horizontal, precisamos ca-
racterizar a rampa. E preciso fazer medidas da altura da extremidade
superior da rampa (y; aquele na qual a esfera serd abandonada inicial-
mente) e da extremidade inferior da rampa (y;; aquela na qual a esfera
deixa a rampa; ver Figura 4). Para isto, utilize a fita métrica e obtenha,
sem mexer no arranjo originalmente proposto, cinco (5) valores para a
altura y; (a saber, da extremidade da rampa ao solo) e, depois, altere
a posicao original da rampa, colocando-a de modo que se possa medir

Ya.

o fundamental, neste experimento, termos o controle sobre as incerte-
zas. Para o limite de resolucao da fita métrica, utilize 0,5 cm. Ja para
o limite de resolucao do cronometro, adote o seguinte procedimento:
Com o cronometro zerado, ligue e desligue-o com a méaxima velocidade
possivel. Anote o resultado. Repita o procedimento pelo menos vinte
(20) vezes. O valor médio desta grandeza, dividido por dois (2), serd o
limite de resolugao temporal.
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94

Guia para apresentagao dos resultados

Consultem TODO o material de apoio fornecido. Vocés precisam rever
os conceitos de propagacao de incertezas.

Consultem livros textos onde se discute o problema da cinemética em
duas dimensés de um corpo em queda livre. Estudem a teoria e facam
uma boa introducao ao tema. Deduzam as equagoes que serao utiliza-
das neste relatério, a saber, as equagoes (23), (24) e (25).

Na apresentacao dos resultados, mostrem i) uma tabela do tempo ()
versus deslocamento horizontal (z); TABELA 1, ii) uma tabela para as
medidas de y;; TABELA 2, e iii) outra tabela para as medidas de ys;
TABELA 3.

Apresentem os valores médios dos dados das trés tabelas acima menci-
onados (pode ser, inclusive, na prépria tabela).

Com os valores médios de t, y1, Y2 e x, obtenha as incertezas amostrais
dos mensurandos. Ou seja, utilizem a equacao:

N

7=\ g - 9 (26)
=1

onde, aqui, N é o numero de medidas, y; é o valor do mensurando
relativo a i-ésima medida e y é o valor médio do mensurando. FEstas
incertezas deverao ser combinadas com o limite de resolucao para gerar
a incerteza padrao, que sera utilizada no item abaixo. Apresentem,
finalmente, o valor de cada mensurando com sua respectiva incerteza
(padrao).

Com o valor médio do tempo de queda livre da particula, bem como
o valor médio do deslocamento horizontal da mesma, calculem a ve-
locidade v,,, a partir da equacdo (23). Apresente o resultado obtido
com o respectivo desvio. Aqui, para o calculo do desvio, é necessério
utilizar a regra de propagacao de incertezas, baseada em derivadas par-
ciais quadraticas combinadas com as incertezas padroes determinadas
no item anterior.
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e Repita o item anterior, mas usando a equacao (24) para determinar um
valor para g (e seu respectivo desvio, assim como no item anterior).

e Utilizando o valor médio de g, obtido no item anterior, e o valor médio
de yo — 1, calcule, via equagao (25), a velocidade (tedrica) obtida por
meio de métodos de conservacao de energia.

e Discuta, nas conclusoes, os valores obtidos. O valor encontrado para g é
razoavel? E as velocidades tangenciais, sdo compativeis (considerando-
se os erros)? Se nao, porque elas sdo incompativeis e, eventualmente,
porque uma delas é maior do que a outra (estou me referindo a v,
calculado via experimento, ou seja, via cinematica, e via teoria, ou
seja, via dinamica da conservacao de energia).



10 DETERMINACAO DE VELOCIDADE INSTANTANEA 42

10 Determinacao de velocidade instantanea

10.1 Introducao

Vimos no experimento anterior que, por conservacao de energia, um projétil
deixa uma rampa com uma determinada velocidade. Estimamos, utilizando
a trajetéria em queda livre deste projétil, a velocidade de lancamento do
projétil. O que faremos aqui serd determinar, em distintos pontos da tra-
jetoria de um corpo sobre um plano inclinado, as velocidades instantaneas de
deslocamento do corpo. Para isto, devemos estimar o tamanho do objeto e o
tempo que ele leva para atravessar um determinado ponto em sua trajetoria.
Como os tempos envolvidos sao, em geral, muito curtos, utilizaremos uma
placa de aquisicao de tempo automatizada. Isto facilitard nossa abordagem
ao problema. Contudo, temos complicadores. De fato, a utilizagao do teo-
rema de conservacao de energia para este caso, que envolve o atrito, nao é
adequada. Contudo, vamos utilizd-la assim mesmo, uma vez que nao dispo-
mos, no momento, de um trilho de ar para a realizagao deste experimento.

Também, como forma de verificar o experimento do Capitulo anterior,
vamos medir efetivamente a velocidade instantanea da particula ao deixar
a rampa que utilizamos, com o auxilio dos medidores de tempo baseado na
interrupgao de um feixe de laser. Esta medida deverd ser contrastada com
os valores obtidos no relatério anterior.

10.2 Material e método

Plano inclinado, placa de aquisi¢ao, micro-computador, temporizadores ele-
tronicos, esfera sélida, paquimetro, rampa de lancamento de projétil e ba-
lanca.

O experimento consistira em duas partes.

e Na primeira parte, vamos lancar uma esfera solida do topo de uma
rampa e fazer aquisicoes sistemdticas do tempo que a esfera leva para
passar na extremidade livre da rampa. Medindo-se também o diametro
da esfera, podemos determinar a velocidade instantanea do projétil.
Este resultado devera ser contrastado com o valor obtido experimen-
talmente no Capitulo anterior (via cinematica do corpo em queda livre).
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Figura 5: Disposicao dos temporizadores no plano inclinado para a obtencao
das velocidades instantaneas de deslocamento da esfera. Note que as gran-
dezas h e D devem ser obtidas. Deve-se, também, medir o angulo 6 de
inclinagao da rampa.

Na segunda parte do experimento, utilizaremos um plano inclinado (de-
vemos medir a inclinagao do plano e a distancia que separa os dois tempori-
zadores, de modo a determinar h = yo — yy; ver Figura 5). Deixaremos um
corpo esférico rolar livremente neste plano e determinaremos os tempos de
passagem em pontos fixos da trajetéria (onde fixaremos os temporizadores).
Com o diametro da esfera e os tempos medidos, podemos calcular precisa-
mente as velocidades instantaneas, no topo (y2) e na base (y;) da trajetéria.
Medindo-se a distancia vertical (Ah = ys — y;) entre estes dois pontos fixos,
podemos utilizar o teorema da conservacao de energia para comparar os re-
sultados. A Figura 5 mostra a montagem do experimento, com as grandezas
a serem avaliadas. Neste experimento, a massa da esfera devera ser medida.

10.3 Guia para apresentacao dos resultados

e Apresentem um relatério suscinto mostrando os principais resultados
do experimento.
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A Derivadas parciais e propagacao de incer-
tezas

Imagine uma funcdo (f) que seja determinada por duas varidveis indepen-
dentes (z e y, por exemplo). Dizemos entao, que temos uma fungao de duas
varidveis, f(x,y). Podemos ter uma fungao de vérias varidveis . Podemos
utilizar o conceito de derivada de uma fungao a uma tnica variavel, f(z):

oy df o fla+ Ax) — f(2)
f(x)_%_Alzlcrilo Az

para extender a fungées de mais varidveis. Em nosso exemplo, seja f(z,y)
uma fungao continua e definida. Por analogia a equagao (27), teremos:

(27)

felw) =2 = i ) (29
0 5 A - )
fy(x7 y) _ 8_;7; _ AILIEO f(l' Y+ Ay; f(llf y) (29>

Note que o simbolo 0, aqui, denota derivada parcial, ou seja, indica que
a derivada estd sendo calculada sobre uma, e apenas uma, das duas variaveis
que depende a funcao f. Este mesmo raciocinio pode ser aplicado a uma
funcao qualquer de n variaveis.

A “receita” acima nos diz que, dada uma funcao qualquer de duas varia-
veis, o cédlculo da derivada parcial é bastante simples. Por exemplo, seja a
funcao:

[z, y) = bxy?
logo:
B A N N

3Por exemplo, a velocidade de um carro de passeio, que depende das coordenadas z,
y e z, e também do tempo ¢; mas, para nosso exemplo aqui, basta considerarmos uma
funcao de duas variaveis.



A DERIVADAS PARCIAIS E PROPAGACAO DE INCERTEZAS 46

ou seja, basta considerar todas as outras variaveis constantes e derivar se-
gundo a varidvel pertinente (no caso acima, ¥).
Em uma fungdo de uma tunica varidvel, f(x + Ax) pode ser aproximado
por:
df

f(x + Ax) zf(x)—l—%-Ax

Isto pode ser facilmente verificado se lembrarmos que df /dx é a tangente

de um angulo «, que representa a inclinacao da funcao no ponto z: logo,

tana - Ax = Af. E facil vermos que a equacao acima pode ser escrita como:
o

flz+Az) = f(z) = - - Ax

(pois, no limite, esta é a prépria defini¢ao da derivadal). Assim, reescrevamos
esta equagao:

AT = f(a+ Aa)— fa) = L

Agora, vamos imaginar que a funcao possa ter duas variaveis, por exem-
plo. Neste caso, temos dois A’s associados, um a x e outro a y *:

Ax

Ao = flo+ Aay) — flry) = - A
A, = f(e.y + Ay) — fla,y) = g—;j Ay

Note que, aqui, utilizamos o conceito de derivada parcial, definido anterior-
mente.

E também intuitivo ver, a partir das equagoes acima, que a variacao total
serd dada pela soma dos quadrados das variagoes parciais (a hipotenusa de
um triangulo):

a7 = e o= (L) (Zoay)

logo, tomando o limite quando Az e Ay tenderem a zero, e fazendo A = o
obtemos, finalmente, a seguinte equagcao:

4Geometricamente, eles representam a variacdo ao longo de z e de y da funcdo, que
neste caso é uma superficie no espago 3-D.
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2 2
o’ = <g—£) o2+ (%) o (30)

Quando estivermos lidando com grandezas derivadas, esta é a equacao ge-
ral que devemos utilizar no célculo da incerteza. No Roteiro 3 trabalharemos
diretamente com estes conceitos.
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B O método dos minimos quadrados

No que se segue, apresentamos a obtecao dos coeficientes lineares e angulares
de uma reta, através do método dos minimos quadrados. Esta descri¢ao foi
baseada nos trabalhos apresentados em da Silva et al. (1999) e Vuolo (1996),
cujas leituras recomendo fortemente.

Como nao sabemos qual a melhor fungao para representar os dados, vamos
considerar a seguinte fungao genérica:

f(x) = Bogo(z) + Brg1(x) + ... + Bingm(T) (31)

onde 3; sdo os coeficientes (a serem determinados) e g;(x) fungdes continuas
no intervalo considerado. O que queremos é aproximar esta funcao f(x)
aos valores determinados experimentalmente, ajustando as funcoes g e os
coeficientes 3 acima.

Na Figura 1, por exemplo, o que temos é uma série de medidas, x;,
gerando uma série de pontos y; >. Temos que determinar, portanto, uma
funcao que melhor reprensente estes dados experimentais. Uma forma de
fazé-lo é utilizando o conceito (j4 conhecido) de desvio: d; = y; — f(x;).
Nesta equagao, d; é o desvio, y; o ponto experimental e f(z;) a fungdo de
x; dada pela equagao (31). Uma boa maneira de obter a fun¢ao que melhor
ajusta aos dados é fazer com que o desvio seja minimo para todos os pontos
1=1,2,3, ... n. Logo, definindo:

n

DB B v Bn) = 3 f =3 _li = f(wi)]* =

i=1

= > _lyi — fogol) = Frgr(x) = . = fuga ()] (32)

A técnica dos minimos quadrados consiste em derivar parcialmente a
funcao D(Bo, b1, ..., Bm) acima em relacdo aos coeficientes [3; e igualar estas

5Note que estamos simplificando nosso linguajar: x; para nés agora sao as deformacoes
liquidas a que nos referimos anteriormente, Ax; e y; é, agora, a forca eldstica exercida pela
mola; veja o Roteiro numero 3.
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derivadas a zero (encontrando os pontos de minimos). Fica como exercicio
para o aluno esta derivacao (0D /93y, 0D /0, etc). Derivando e igualando
a zero, encontra-se um sistema linear de equacoes, determinando-se assim os
coeficientes (3’s. Embora este procedimento seja geral e se possa fazé-lo para
um numero n qualquer, vamos aqui calcular o caso de n = 2. Vamos assumir:

go=1 G1=x
logo:

f(x) =B+ P (33)

que é a equagao de uma reta. Encontrando [y e 3; estamos encontrando o
coeficiente linear e o coeficiente angular, respectivamente. Como dissemos,
usando a equagao (32), teremos:

D(Bo, B1) = > _[yi — Bo — Pui]® (34)

onde suprimimos os indices do somatorio para simplificar a notacao. Deri-
vando com relagao a 3y e (31, como manda a receita:

20 — (Dt~ a1 -
S—Z = (2)(2[('3/2 - /60 - ﬁll'z)(—l',)]) (36)

Fazendo as derivadas serem iguais a zero (pontos de minimo) e rearranjando
os termos ligeiramente, obtemos:

(m)Bo+ O w)0 = _ui
O z)bo+ Q@) =) wiys

estas duas equacgoes podem ser escritas de forma mais elegante, como um

produto de matrizes:
<ani > :f?) (gf) - (Zz ff;i) (37)
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E fécil agora provar (resolvendo o sistema linear de equagoes acima atra-
vés dos determinantes; vocés podem fazé-lo!) que os coeficientes 3y e (1 sao
dados, respectivamente, por:

DD D DI
TN T 9

Ny TiYi — Do Ti Y Yi (39)
ny ai— (3 w)?
as quais sao, respectivamente, dadas pelas equagoes (19) e (20), ja discutidas
no texto, mas sem provas. A deducao aqui é completamente geral e vocé
pode extender esta analise para casos de polindmios de maior grau.
Os desvios associados a estas constantes serao dados por:

: >t
A 2)\/ NS () o

D 1
- N2 YN - (D)’

onde, nesta equagao, D é a soma quadratica dos residuos, dada pela equacao
(34).

b=

ABy (41)




