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Prefacio

O presente material é um dos frutos do projeto de extensdo Home
Page de Matemadtica, que tem como objetivo principal a confec¢do
de material diddtico para o uso dos alunos e professores dos cursos
de Matematica e Ciéncias da UESC.

Tendo em vista que os livros-textos cldssicos de Algebra Linear
estdo muito bem escritos, ndo ousamos fazer mais um livro-texto
com demonstragdes de teoremas e proposi¢des. Nosso objetivo
foi preencher algumas lacunas deixadas por eles como, por exem-
plo, alguns resultados importantes na teoria quando trabalhados
em espagos vetoriais de dimensdo finita podem ser estendidos para
dimensdo infinita, e nos casos em que isto ndo é possivel, contra-
exemplos foram citados.

Convém observar que este primeiro volume contempla somente
a teoria até diagonalizacdo de operadores lineares. Para dinamizar a
leitura, fornecemos o resumo da teoria de forma légica, sem demons-
tragdes, passando para o coragdo do livro que sdo os exercicios re-
solvidos que funcionam, na verdade, como exemplos, seguidos por
exercicios propostos, com resposta no final do livro, para que os
alunos ou professores sejam estimulados a pensar e tirar conclusdes
sobre pontos especificos da teoria.

Pelo fato de a maioria dos cursos introdutérios de Algebra Linear
focar a teoria em espagos vetoriais de dimenséao finita, iniciamos o

nosso estudo sobre o alicerce da Algebra Linear em dimensao finita,



que é o estudo de Matrizes.

No final de cada capitulo, foram acrescentados apéndices com a
complementacdo da teoria dada naquele capitulo, ou entdo somente
indicagdo de livros como sugestdo de leitura, para os alunos que
estejam interessados em aprofundar seus conhecimentos.

Os teoremas, proposigdes, ou seja, a teoria aqui apresentada tem
a sua versdo geral num corpo K qualquer.

Acreditamos que o livro serd de grande utilidade e, num futuro
proximo, desejamos ter a constatagdo de que o foi de fato. Apreciem
a leitura.

Claudia Santana e Joseph Yartey.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Corpos

Defini¢ao 1.1.1. Um conjunto K, nio vazio, é um corpo se, em K, pu-
dermos definir duas operagdes, denotadas por + (adigdo) e - (multiplicagdo),
satisfazendo as seguintes propriedades:

1. a4+ b=>b+a,Va,be K (propriedade comutativa).
2.a+(b+c)=(@+Db)+c, Ya,b,c e K (propriedade associativa).

3. Existe um elemento em K, denotado por 0 e chamado de elemento
neutro da adigdo, que satisfaz 0 +a=a+0=a, Ya € K.

4. Para cada a € K, existe um elemento em K, denotado por —a e,
chamado de oposto de a (ou inverso aditivo de a) tal que
a+(—a)=(-a)+a=0.

5. a-b="b-a, Ya,b € K (propriedade comutativa).
6. a-(b-c)=(a-b)-c, Ya,b,c € K (propriedade associativa).

7. Existe um elemento em K denotado por 1 e chamado de elemento
neutro da multiplicagdo, tal que 1-a=a-1=a,Ya € K.
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8. Para cada elemento nio nulo a € K, existe um elemento em K,
denotado por a~' e chamado de inverso multiplicativo de a, tal que

1 1

a-a - =a"-a=1.

9. (a+b)-c=a-c+b-c, Ya,b,c € K (propriedade distributiva).

Notacao: Para simplificar, vamos denotar ab para indicar o produto
a-b.

Observagao 1.1.2. Exemplos de Corpos
Q: Conjunto dos niimeros racionais; R: Conjunto dos niimeros reais; C:
Conjunto dos niimeros complexos

Exemplo de corpo ndo-trivial:
Considere p € N um nitmero primo. Q(+/p) = {a+b+jp|a,b € Q}
¢ um subcorpo do corpo dos nitmeros reais. Observemos que Q(+/p) C
R, portanto basta mostrar que a adigcio e multiplicagdo, definidas para os
niimeros reais, sio operagdes fechadas em Q(+/p).

De fato, sejam a,b,ced € Q

1. (a+b+p)+(c+d+p) =(a+c)+ (b+d)+p, portanto
(a+bp) + (c+d+p) € Q(~/p)-

2. (a+b+/p)-(c+d+/p) = (ac + bdp) + (ad + bc) Afp, portanto
(a+bAfp) - (c+d+p) € Q(~/p).

Afirmagdo: Y(a+b+p)#0=>3d(@+b \/;7)‘1 € Q(/p).

De fato, pelo método de racionalizacdo de denominadores temos

1 1 ‘a—b\/ﬁ_a—b\/ﬁe
a+b\p a+b\p a-b\p a>-b%p

onde (> — b*p) # 0.
Logo, podemos concluir que Q(+/p) é um corpo.

Q(vp)
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Observacio 1.1.3. Toda a teoria de Algebra Linear abordada nos cursos
introdutérios tem sua versdo mais geral em Algebra abstrata (Teoria de
grupos, anéis e corpos). Para os interessados em aprofundar seus conhe-
cimentos, sugerimos que fagam cursos de Algebra oferecidos nos cursos de
Bacharelado e Licenciatura em Matemitica, e 0s cursos de Algebm Linear
em Cursos de Verdo que servem de nivelamento para a grande maioria dos
programas de Pés-graduagido em Matemdtica do pafs. Seque sugestio de
leitura, como orientacdo inicial:

Sugestdo de leitura

1. LANG, Serg. Estruturas Algébricas. Tradutor: Prof. Claudio R. W.
Abramo. Rio de Janeiro, Ao livro técnico; Brasilia, Instituto Nacional
do Livro, 1972.



1.2 Matrizes

Definicao 1.2.1. Seja K um corpo. a € K é dito escalar.

Definicdo 1.2.2. Uma tabela com escalares dispostos em m linhas e n
colunas é dita matriz de ordem m X n. Notagdo:

air diz - n
ar dp - A2p
A = [an an o am | = (4l
| Am1l Am2 0 Amn |

onde ajj é o termo que estd na linha i e coluna j.
Definigao 1.2.3. Matrizes especiais: Seja A = [a;j]inxn

1. A édita matriz nula se a;j = 0 Vi, Vj.

2. A édita matriz colunasen = 1.

3. A édita matriz linha se m = 1

4. A édita matriz quadrada se n = m
Observagao 1.2.4. Quandon = m =1, A é dita matriz escalar.
Defini¢do 1.2.5. Matrizes quadradas especiais: Seja A = [a;;]nxn-

1. A édita matriz identidade se a;; = 0 quando i # jea; = 1
Vi=1---n.

2. A édita matriz simétrica se a;; = ajj.
3. A édita matriz diagonal se a;; = 0 quando i # j.
4. A é dita matriz triangular:

(a) Superior se a;; = 0 quando i > j.



Secdo2 Matrizes 5

(b) Inferior se a;j = 0 quando i < j.

Defini¢do 1.2.6. (Adi¢do) Sejam A = [a;jlmxn € B = [bijlnsxu-

A+B= [aij + bij]mxn

é definida como a matriz soma das matrizes A e B.
Propriedades: Dadas A,B e C, matrizes de mesma ordem m X n

temos:

1. A+ B = B+ A (propriedade comutativa).
2. A+ (B+C)=(A+ B) +C (propriedade associativa).

3. A+0=0+ A = A, onde 0 denota a matriz nula de ordem m X n.

Definigdo 1.2.7. (Subtragio) Sejam A = [a;jlmxn € B = [bijlmxn-

A =B := A+ (-B) = [a;j — bijluxn

é definida como a matriz diferenca das matrizes A e B.
Amatriz —A = [~a;jlnxn étal que A=A =0=—-A+A, eéchamada
de inverso aditivo de A.

Defini¢do 1.2.8. (Multiplicagdo porescalar) Seja A = [a;;]uxn € k € K
escalar, entdio definimos uma nova matriz

k- A = [kaijlmxn-

Propriedades: Dadas A, B matrizes de mesma ordem m X n e niimeros
k ki ek, € K, temos:

1. k(A + B) = kA + kB.
2. (k1 + ko)A = k1A + kA.

3. 0-A = 0, isto é, se multiplicarmos o elemento neutro da adicdo, o

zero, por qualquer matriz A, obteremos a matriz nula.
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4. ki (kA) = kikA.

Definigdo 1.2.9. (Transposi¢io) Dada uma matriz A = [a;;]uxn, defi-
nimos a matriz A' = [bjjluxm onde bij = aj. A matriz A' é denominada
transposta de A.

Propriedades: Dadas A, B matrizes de mesma ordem, mxn, e k € K
temos:

1. (A = A.
2. (A+B) = At + B!,

3. (kA) = kA",

Observacao 1.2.10. Uma matriz quadrada A é simétrica se, e somente
se, ela é igual a sua transposta, ou seja, A = AL

Defini¢do 1.2.11. (Multiplica¢do de Matrizes) Dadas A = [a;;]uxn,
B = [bjjluxp- Definimos

n
AB = [Cij]mxp/ onde cps = Z arqbqs = anbis + apbos + - -+ + ambys.
=1
Observagao 1.2.12. S6 podemos efetuar o produto de duas matrizes
A = [a;jlmxn, € B = [bijlsxp se 0 niimero de colunas da primeira for igual
ao niimero de linhas da segunda, ou seja, se n = s.

Propriedades: Dadas A = [a;j]mxn, B = [bijluxp, C = [Cijluxp,
D = [dijlmxn, E = [eijluxr € F = [fijlpxs , temos:

1. Al, = I,A = A onde 1, el, sio matrizes identidade de ordem n e
m respectivamente.

2. A(B+C) = AB+ AC (distributividade a esquerda da multiplicagio,
em relacio a soma).
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3. (A+ D)E = AE + BE (distributividade a direita da multiplicagdo, em

relacdo a soma).
4. (AB)F = A(BF) (associatividade).
5. (AB) = B'A.
6. 0-A=0eA-0=0, onde 0 indica a matriz nula.

Observacdo 1.2.13. Em geral, ndo vale a propriedade comutativa para
multiplicagdo de matrizes, ou seja, sejam Apxy € Bnx, matrizes AB nio

é necessariamente igual a BA.

Definicao 1.2.14. (Determinante) Seja A = [a;;],x, uma matriz quadrada
de ordem n.

O determinante de A denotado por det(A) ou |A| é definido da sequinte
maneira:

det[a;;] = Z(—l)]aljlazjz “+ayj, onde | = J(ji, -, ju) € 0 nilmero

P
de inversdes da permutagdo ji,--- , ju € p indica que a soma é estendida a

todas as n! permutacoes de (1,--- , n).
Propriedades: Dadas A e B matrizes quadradas de mesma ordem,

temos:

1. Se todos os elementos de uma linha (ou coluna) de uma matriz A sio
nulos entdo det(A) = 0.

2. det(A) = det(A").

3. Se multiplicarmos uma linha (ou coluna) da matriz por uma
constante, o determinante fica multiplicado por esta constante.

4. Uma vez trocada a posigdo de duas linhas (ou duas colunas), o deter-

minante troca de sinal.

5. O determinante de uma matriz que tem duas linhas (colunas) iquais

é zero.



Secdo2 Matrizes 8

6. det(A - B) = det(A) - det(B).

7. A operagio elementar (linha) kLj + L; — L; onde k # 0,i # j, que
significa substituir a linha i por k vezes a linha j mais a linha i, ndo
altera o valor do determinante.

8. A operagio elementar (linha) L;j+kL; — L; onde k # 0,1 # j,
que significa substituir a linha i por k vezes a linha i mais a linha j,

altera o valor do determinante do fator k.

9. Se em uma matriz A, uma linha L; éiguala rLj+kL;, i+ jei#t,
onde L; éa j-ésimalinhae L; éa t-ésima linha, entdo det(A) = 0.

Observacdo 1.2.15. De modo geral, o determinante da soma de duas
matrizes ndo é igual a soma dos determinantes destas matrizes, ou seja,
sejam A e B matrizes quadradas de mesma ordem, det(A + B) ndo é
necessariamente igual a det(A) + det(B).

Teorema 1.2.16. (LAPLACE) Seja A = [a;jluxy uma matriz quadrada de
ordem n. Considere A;j a matriz obtida matriz inicial A, retirando-se desta
a i-ésima linha e j-ésima coluna.
det(A) = a;1A11 +appApp + - -ay, Ay, onde Ajj = (1) | Ajj |-
Mais geralmente:
Para cada i, temos
det(A) = anApn + apApp + - ainAiy onde Ajj = (1) | Ay |.
Para cada j,
det(A) = a1jA1j + azjAyj + - -ayjAyj onde Ajj = (=1)* | Aij |-

Definigdo 1.2.17. Seja A = [ajj]uxn uma matriz quadrada de ordem n. A
matriz A é dita inversivel (ou invertivel) se existe uma matriz B, denotada
por AL de ordem n x n, tal que AB = BA = 1,, onde 1,, é a matriz
identidade de ordem n.

Observacdo 1.2.18. Seja A = [ajjluxy uma matriz quadrada de ordem n.
Se existe C matriz de ordem n tal que CA = AC = I, entdo C = A1 ou
seja, se existe a matriz inversa de uma matriz entdo ela é 1inica.
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Teorema 1.2.19. Seja A = [a;j]uxn wma matriz quadrada de ordem n. A

é inverstvel se, e somente se, det(A) # 0.
Definigao 1.2.20. Um matriz invertivel P é dita ortogonal se P' = P71,

Definicao 1.2.21. Equivaléncia de Matrizes por linhas
Dizemos que um matriz A é equivalente por linhas a uma matriz B, e
denotamos por A < B ou A ~ B, se a matriz B pode ser obtida da matriz

A, a partir de uma seqiiéncia de operagdes elementares listadas a seguir:

1. Permutar (trocar) a linha i com a linha j . Notagdo: L; < L;.

2. Multiplicagdo da linha i por um escalar ndo nulo k .
Notagdo: kL; — L;.

3. Substituicdo da linha i por k vezes a linha j somada a t vezes a linha
i, ondet,k € K,t # 0. Notagdo:kL; +tL; — L;.

Defini¢ao 1.2.22. (Forma Escada 1) Uma matriz Ayxn € dita matriz
escalonada (ou matriz em forma de escada) se as condigdes abaixo sdo satis-
feitas:

1. As linhas nulas, caso existam, localizam-se abaixo de todas as linhas

ndo nulas.

2. O primeiro elemento nio nulo da linha i estd numa coluna anterior a

do primeiro elemento da linha i+ 1, (i < m).

Defini¢ido 1.2.23. (Forma Escada 2) Uma matriz Ayx, € dita linha re-
duzida a forma escada se:

1. O primeiro elemento nio nulo de uma linha nio nula é 1.

2. Cada coluna que contém o primeiro elemento ndo nulo de alguma

linha tem todos os seus outros elementos iguais a zero.

3. Toda linha nula ocorre abaixo de todas as linhas nio nulas.
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4. Seaslinhas 1,--- ,r sdo as linhas ndo nulas, e se o primeiro elemento
ndo nulo da linha i ocorre na coluna k1, entdo k1 <k, <--- <k,.

Esta wltima condigdo impde a forma escada a matriz:

1 0 0 « 0 s+ 0 =
ol1 0 « 0 « 0 =«
0 01 « 0 =+ 0 =«
0 0 0 0|1 +« 0 =
0 0 0 0 0 o]1 =
0 0 0 0 0 0 0 0]

Proposicao 1.2.24. Uma matriz Ayxy € linha equivalente a uma matriz
Buuxn Se, e somente se, existe uma matriz inversivel P de ordem m, tal que
A=P-B.

Teorema 1.2.25. Uma matriz A é inversivel (ou invertivel) se, se somente

se, A é equivalente por linhas a matriz identidade. Além disso, a mesma
sucessio de operagdes que transforma a matriz A na matriz identidade,
transforma a matriz identidade na inversa de A.

Teorema 1.2.26. Toda matriz Ayx, € linha equivalente a uma tinica

matriz-linha reduzida a forma escada.

Definicao 1.2.27. Sejam A e B matrizes quadradas de mesma ordem.
Dizemos que A e B sdo semelhantes se existe P matriz invertivel tal que
A=P1.B-P.
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1.3 Exercicios Resolvidos

Suponha que um corretor da Bolsa de Valores faca um
pedido para comprar agbes na segunda-feira, como seque: 400 quotas da
agido A, 500 quotas da agido B e 600 quotas da acdo C. As agoes A, B e C
custam por quota R$ 500,00, R$ 400,00 e
R$ 250,00, respectivamente.

(a) Encontre o custo total das agdes, usando multiplicagdo de matrizes.

(b) Qual serd o ganho ou a perda quando as agdes forem vendidas seis
meses mais tarde se as acoes A, B e C custarem R$ 600,00, R$ 350,00
e R$ 300,00 por quota, respectivamente?

SOLUCAO

(a) Considere Mg = [ 400 500 600 ] a matriz cujas entradas sao
as quantidades das quotas compradas das agdes A,Be C,
Mc = [ 500 400 250 ] a matriz cujas entradas sdo os valores
de compra de cada agéo A, B e C. Observe que Mg - M. re-
presenta o custo total gasto para comprar estas agdes. O custo
total das a¢des é R$ 550.000,00.

(b) Considere My = [ 600 350 300 ] a matriz cujas entradas sdo
os valores dos pregos de venda das a¢oes A, B e C. Seja
M = Mg - (My - Mc)! a matriz que representa o lucro total.
Portanto, o lucro total foi de R$ 45.000,00.

Ver Apéndice. ®
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Um construtor tem contratos para construir 3 estilos de
casa: moderno, mediterrineo e colonial. A quantidade de material empre-
gada em cada tipo de casa é dada pela matriz:

Ferro  Madeira ~ Vidro  Tinta  Tijolo

Moderno 5 20 16 7 17
Mediterrdneo 7 18 12 9 21
Colonial 6 25 8 5 13

(Qualquer coincidéncia dos niimeros com a realidade é mera coincidéncia).

(a) Se ele vai construir 5, 7 e 12 casas dos tipos moderno, mediterrineo
e colonial, respectivamente, quantas unidades de cada material sido
empregadas?

(b) Suponha agora que os pregos por unidade de ferro, madeira, vidro, tinta
e tijolo sejam, respectivamente, 15, 8,5, 1 e 10 u.c.p.. Qual é o prego
unitdrio de cada tipo de casa?

(c) Qual é o custo total do material empregado?

SOLUCAO
520 16 7 17
Considere A = [5 7 12| e B = |7 18 12 9 21
6 25 8 5 13

(a) As entradas c11, c12, €13, C14, €15 da matriz
C=A-B=|146 526 260 158 388 |

sdo as quantidades dos materiais ferro, madeira, vidro, tinta e

tijolo empregados na construcdo, respectivamente.

(b) Considere H = [ 15 8 5 1 10 ] a matriz cujas entradas re-
presentam o preco por unidade de ferro, madeira, vidro, tinta

e tijolo, respectivamente; e
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[ 5 7 6 ]
20 18 25

E=B'=|16 12 8 |;
7 9 5

| 17 21 13 |

Temos: F = H-E = [ 492 528 465 ], as entradas fi1, fi2 e
f13 representam o preco unitario das casas dos tipos moderno,

mediterraneo e colonial, respectivamente.

(c) O custo total serd dado pelo produto matricial:

5
F-Af=[492 528 465]- 7 | = 11736,
12

ou seja, o custo total da construcdo serd R$ 11.736,00. =

Existem trés marcas de automéveis disponiveis no mer-
cado: o Jacaré, o Piranha e o Urubu. O termo a;; da matriz A abaixo é
a probabilidade de que um dono de carro da linha i mude para o carro da
coluna j, quando comprar um carro novo.

Para
J P u
J 0,7 0,2 0,1
De p 0,3 0,5 0,2

u 0,4 04 0,2

Os termos da diagonal de A = ddo a probabilidade a;;

SRS
J—
SIS S
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de se comprar uni carro noovo da mesma marca.

59 7 13
100 25 100 o
2_| 1 39 17 2 Sy
A = % 10 o0 | Os termos de A<, al.j , significam mudar da
2 9 4

25 25 25
marca i para a marca j depois de duas compras:

SOLUCAO:

(a) De fato, a probabilidade de tendo inicialmente um carro da

marca ] mudar para um outro carro desta mesma marca, ou

seja |, depois de duas compras é:

7 7 2 3 1 4
77 2 3 1 4 5
Dal, 1510170 70 T10 10~ 100 At

(b) A probabilidade de tendo inicialmente um carro da marca ] mu-
dar para um outro carro da marca P depois de duas compras é:

2
19 p

—_

72
79, 0p
7
10

J
L2 5,1 4 08
10 10 10 10 100 12°

S

Dai,

(c) A probabilidade de tendo inicialmente um carro da marca | mu-
dar para um outro carro da marca U depois de duas compras

z

e:

—
2]~
—
==
S
—
VSIS
3
VSIS
c
—
==
S
13
<
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71,2 2 1 2 138 _ g

Dal, 1670 10 10 710 10 " 100 - %3

(d) A probabilidade de tendo inicialmente um carro da marca P mu-
dar para um outro carro da marca | depois de duas compras é:

3 7 5 3 2 4
P10 ;19,1 p 9 p 190 ;1 p 19 ¢ 10
3 7 5 3 2 4 4
Dai . +2 .2 2. = _ =

%0070 10710 10 100 "

(e) A probabilidade de tendo inicialmente um carro da marca P mu-
dar para um outro carro desta mesma marca, ou seja, P, depois

de duas compras é:

3 2 5 5 2 4
pl yW0p | p 1 p 10 p | p 10 ¢y 19 p
3 2 5 5 2 4 39
Dal, 16" 10710 10 T10 10 " 100 - %2

(f) A probabilidade de tendo inicialmente um carro da marca P mu-
dar para um outro carro da marca U depois de duas compras

é:
3 1 5 2 2 2
P Wy pW p B ) p 8 ¢y 19 ¢
3 1 5 2 2 2 17 g
Dal 16" 70710 10 T10 10 " 100 - 5

(g) A probabilidade de tendo inicialmente um carro da marca U
mudar para um outro carro da marca | depois de duas com-

pras é:
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7 4 3 2 4
a3y Wy ¥ B w8y 8
4 7 4 2 4 4
Dai, &. L, 2. 3,2 4_48_ 0

(h) A probabilidade de tendo inicialmente um carro da marca U

mudar para um outro carro da marca P depois de duas com-

pras é:

4 2 4 5 2 4
u 978 p | g8, 9 p | By 1 p
Dag, 2. 2,4 5,2 4 _36_ 0o

(i) A probabilidade de tendo inicialmente um carro da marca U mu-

dar para um outro carro da marca U depois de duas compras

e.
4 1 4 2 2 2
ul 0y | u® p 9 | uly Wy
401 4 2 2 2 16 g
Daf=—+. L, 42 2,2 2_16_ o
A& =70'70"710 10 "10 10 100 %

Uma rede de comunicacio tem cinco locais com trans-
missdo de poténcias distintas. Estabelecemos que a;; = 1, na matriz abaixo,
significa que a estacdo i pode transmitir diretamente a estacio j, a;; = 0
significa que a transmissdo da estagdo i ndo alcanca a estacio j. Observe
que a diagonal principal é nula, significando que uma estagio ndo transmite

diretamente para si mesma.
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(001 1 1 1]
10110
A=1]01010
00101
|00 01 0]

(a) Calcule A% = [cjj].
(b) Qual seria o significado da matriz c4p?
(c) Qual o significado de c13 = 2?

(d) Discuta o significado dos termos nulos, iguais a 1 e maiores que 1 de
modo a justificar a afirmagdo: "A matriz A representa o niimero
de caminhos disponiveis para se ir de uma estagdo a outra com uma
tinica retransmissio”.

(e) Qual o significado das matrizes A + A?, A3 e A + A? + A3?
(f) Se A fosse simétrica, o que significaria?
SOLUCAO:
(a) ( Ver Apéndice.)
(b) Seja A? = [cij]. Calculemos o elemento
5

QZZEZMWM:0+O+1+O+O=L
k=1

Note que a tnica parcela ndo nula veio de a43 - a3, = 1- 1.
Isto significa que a estacdo 4 transmite para a estacdo 2 através
de uma retransmissdo pela estacdo 3, embora ndo exista uma
transmissado direta de 4 para 2.
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5
(C) C13 = Z apais =0+14+0+1+0, onde aipa23 = 1 = ayaa43. Ou

k=1
seja, paraaestagdo 1 transmitir para a estagdo 3, pode transmitir

para a estacdo 2 e a estagdo 2 retransmitir para a estagdo 3, ou
transmitir para a estagdo 4 e a estacdo 4 retransmitir para a

estacdo 3.

(d) Observemos que as entradas de A2 agjz.), sdo dadas por:

n

@ _ o
al.j = Z alkak].

k=1

Entdo, uma estacdo i pode utilizar uma estagdo k para que
esta transmita para uma estagdo j, e isto s6 serd possivel se i
transmite diretamente para k, e k transmite diretamente para
a estagdo j, caso contrdrio a estagdo k ndo serd contada como
uma possibilidade de ligagdo entre as estagdes i e ;.

Esquema:

/ N
i j
Observemos ainda que as entradas da matriz A sdo 0ou 1.

Considere a; = possibilidade da estagdo i transmitir para a
estacdo k.

Considere a;; = possibilidade da estagdo k transmitir para a
estagdo j.

Dai, o nimero de possibilidades da estac¢do i transmitir, com

apenas uma retransmissado, para uma estagaoj € :

n

@ _ s
al.]. = Z Ak k-

k=1
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Ver o item (b).

(e)
(i) A+ A% = B. As entradas bij significam o nimero de
possibilidades de ir de uma esta¢do i para uma estagdoj, trans-
mitindo diretamente ou com apenas uma tnica retransmissao.

(ii) A> = D . As entradas d;j significam o ntimero de pos-
sibilidades de ir de uma estagdo i para uma estagdo j , com
exatamente duas retransmissoes.

(iii) A+ A%+ A3 = E. Asentradas ejj significam o ntimero de
possibilidades de ir de uma esta¢do i para uma estagdoj, trans-
mitindo diretamente , com apenas uma tinica retransmissdo ou

com exatamente duas retransmissoes.

Como A é uma matriz cujas entradassdo Oou 1, o fato de A ser
simétrica significaria que a estagdo i transmite diretamente para
uma estagdo j se, e somente se, a estagdo j transmite diretamente

para a estagdoi. m

Em cada item a seguir, classifique as afirmagdes em ver-
dadeiras ou falsas. Mostre caso a afirmagdo seja verdadeira ou dé um
contra-exemplo, caso a afirmagdo seja falsa.

Considere A,(K) , B,(K) e P,(K) onde K=RouC.

(a) Se det(A) = 1 entdo A™! = A.

(b) Se A é uma matriz triangular, entdo det(A) = a1 + -+ - + apy.
(c) det(kA) = k" - det(A), k € K é uma constante.

(d) Se A = A, e A # I, entio det(A) = 0.

(e) det(A + B) = det(A) + det(B).
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(f) Se B = P71 AP entio det(B) = det(A).

RESPOSTA:

(a) FALSA. Considere A = [(l)
—1

0
| suainversa é:

(b) FALSA. Como conseqiiéncia do Teorema de Laplace temos que:
det(A) = H?:l aj.

(c) VERDADEIRA. Conseqiiéncia do Teorema de Laplace.

(d) VERDADEIRA. Como A? = A & A(A —1I,,) = 0. Dai, se
det(A) # 0 segue que JA™! e portanto terfamos A = I,.

10 00
(e) FALSA. Considere A = e B =
00 01

Observe que det(A + B) =1 e det(A) = det(B) = 0.

(f) VERDADEIRA. Use que: det(AB) = det(A) - det(B) e que
det(P) = det(P~!)~!. Observe que neste item estamos
supondo que P é uma matriz inversivel, ou seja, det(P) # 0 m.

1 1 1 -2
0 1 3
Calcular o determinante da matriz b 1 .
1 -1 0 1
SOLUCAO:
1 1 1 -2 1 1 1 -2
0o 2 1 0o 2 1 3
Ly;—-2L; —> Ls
2 1 -1 0 -1 -3 6
L4 - L1 d L4
1 -1 0 1 0 -2 -1 3
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1 1 1 -2 1 1 1 -2
o 2 1 3 02 1 3
23+ 1y, —> L3
0 -1 -3 6 00 -5 15
Ly+Lp > Ly
0 -2 -1 3 00 0 6
Portanto,
1 1 1 -2 11 -2
o 2 1 3 02 1 3
2 1 -1 2 0 0 -5 15
1 -1 0 1 00 0 6

Observemos que ao escalonarmos a matriz realizamos a operagao
elementar 2L3 + L, — L3, alteramos o determinante da matriz do
estdgio anterior a operagao, e portanto o

1 1 1 =2 11 1 -2
0 2 1 1 02 1 3
det = —det = -30.
2 1 -1 2 2 0 0 -5 15
1 -1 0 1 00 0 6
Li+Ly > Ly
Observacao 1.3.1. As operagoes elementares { Lz —2L; — Lz ndo al-
L4 - L1 — L4
teraram o determinante da matriz do estdgio anterior a respectiva operagdio.

Observacao 1.3.2. A operacio elementar (linha) kL; + L; — L; onde
k # 0,i # j, que significa substituir a linha i por k vezes a linha j
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mais a linha i, ndo altera o valor do determinante. A operagio elementar
L; & Lj, permutagdo da linha i com a linha j, i # j, altera o determinate
que estamos calculando, do fator (=1). Caso fagamos um niimero par
de permutagdes, o determinante nio serd alterado. A operagdo elementar
Li +kL; — L; onde k # 0,i # j, que significa substituir a linha i por
k vezes a linha i mais a linha j, altera o valor do determinante do fator k.

Ver propriedades do determinante.

Chama-se posto de uma matriz ao niimero maximo de
linhas linearmente independentes que ela possui. Dado o sistema
homogéneo

mx+biy+ciz=0
ax +by+cz=0,
a3x + bsy +c3z=0

prove que suas solugdes formam um plano passando pela origem, uma reta
passando pela origem ou se reduzem a um sé ponto (a origem), conforme a
matriz dos coeficientes tenha posto 1, 2 ou 3.

SOLUCAO
O posto da matriz serd 1 se , e somente se, os vetores normais dos
planos (cada linha do sistema acima é uma equagdo de um plano que
passa pela origem) sdo paralelos e neste caso a intersec¢do, ou seja, a
solucdo do sistema serd um plano que passa pela origem.

O posto da matriz serd 2 se, e somente se, temos um e apenas um
vetor normal como combinagao linear dos outros dois e isto acontece
se, e somente se, a solugéo é uma reta.

O posto da matriz serd 3 se, e somente se, os trés vetores normais
sdo linearmente independentes e neste caso, a solugdo é um ponto.
|

Observacao 1.3.3. Convém observar que sistemas de equagdes lineares
a 03 incognitas podem ser resolvidos apenas com a teoria desenvolvida em
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Geometria Analitica.

Determine os valores de x e y tais que a matriz
abaixo seja ortogonal

N~
N W N
N O
N <= R

SOLUCAO:
Para que A seja ortogonal deveremos ter A~ = AL

26 x][23 6 100
A»Aﬁ-§ 3 2 yl'zl62 3|=/010]e
6 -3 2 xy 2 001

ox*+y =45ebx+2y=6ox=3ey=-6. m

Seja m uma matriz ortogonal 2 x 2, prove que existe
0 € R tal que:

sen® cos @ sen® cos B

[ cos 0 —sen@] [ cos 0 —sen@]
m = ou m = ,

conforme seja det(m) = 1 ou det(m) = —1.

SOLUCAO:

X
Comom =
z w

) 4, | xoz
é ortogonal segue que m™ = m! = :

y w

Portanto x> + y? = 1 = 2> + w? e xz + yw = 0. Observemos que

y =0se, esomentese, z=0ex =+xw # 0 (x =0 se, e somente se,
10
w:Oey:J_rz;tO).Daisey:Otemosm:[ }ou

01
1 0 .
m= [ 0o -1 Raciocinio analogo para o caso onde x = 0.

23
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Vamos analisar o caso onde x - y -z - w # 0. Neste caso teriamos

x=wey=-zoux=-wey=2z N

1.4 Exercicios Propostos

sen?a  sen?B sen?y

1) Mostre que | cos?a cos?B  cos?y |ndo é invertivel,
1 1 1
para quaisquer valores de o, fey.

2) Mostre que o determinante da matriz seguinte é igual a A° :

[ A 1 1 1 1 1
A A+1 2 2 2 2
A A+l A+2 3 3 3
A A+l A+2  A+3 4 4
A A+l A+2 A+3  A+4 5
A A+T A+2 A+3 A+4 A+5 ]
3) Seja A = [ cos0 —sen0 l . Obter uma férmula para A”.
sen @ cos 0
111 123
4)SejaA=|0 1 1 |.MostrequeA?=|0 1 2 |e determine
0 01 0 01

uma expressdo geral para A" por indugéo.
5) Dizemos que uma matriz B é uma raiz quadrada de uma matriz A

3 -2
se B2 = A. Encontre as raizes quadradas de A = l 4 3 ] .

6) Ache todas as matrizes quadradas 2x2 que sdo solugdes da equagao
matricial X2 = I, onde I, é a matriz identidade 2 x 2.
7) Ache todas as matrizes quadradas A, 2 X 2, tais que A= A.



Secdo 4 Exercicios Propostos 25

a b c
8)Sabendoque A=| d e f | e det(A)=>5 calcule:
g h i
d e f -a -b -c
(@) | g h i (b)y | 2d 2¢ 2f | (c) det3A
a b c -g —h —i
a b c

d) | d-51 e=5b f—5c| () det[(2A)™] (f) det(2A™1)
3¢ 3h 3

a+d b+e c+f a g d
@|d e f ) |[b h e
g h i c i f
9) Resolva as equagdes:
-3 0 x*-10
0 2 0 0 x o2 2
=0 b -1 -31=0
(a) 5 3 1 ) 0 | x X 3
1 x+2 -1
x+2 -1 0 0
X X
(¢ x 2|=0
x 2 3

10) Uma matriz A (3 X 3) tem a propriedade que [A?];; = i6;j,

onde 6;j = 0sei# jed;j = 1sei = j. Escreva A% e calcule det(zf/i_o).
11) A matriz B foi obtida a partir da matriz A (4 X 4) através das
seguintes operagdes elementares:

- Multiplicagao da linha L; por 2.

- Troca da linha L, pela linha Ls.

- Substituicdo da linha L4 por Ly + 2L;.
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(a) Sabendo que det A =1, calcule det B.

3 10 13 =«
0 -1 0,1 -5

(b)Se C = 00 o1l calcule det(BC~!BY).
0 0 0 -1

12) Calcular o determinante da matriz X, sabendo-se que AXB = C,

onde

1 -1
A‘1:[2 0 ],det(Ac-l):z e det(B'C) =1.

13) Seja B uma matriz 3 X 3 tal que

7 —4 -2
B3+5B-2I=0eB*=|0 -3 0
8 6 5

(a) Mostre que B é inversivel

(b) Determine B!

(c) Determine B
14) Decida se a afirmacdo dada é sempre verdadeira ou, as vezes,
falsa. Justifique sua resposta dando um argumento légico ou um
contra-exemplo:

(a) As expressdes tr(AA?) e tr(A'A) estdao sempre definidas, inde-
pendente do tamanho de A.

(b) Se A é uma matriz quadrada e A? tem uma coluna toda cons-
tituida de zeros, entdo, necessariamente, A tem uma coluna toda
constituida de zeros.

(c) det(2A) = 2det(A)

(d) Sejam A e B matrizes. Se AB =0, entdo A =0ou B = 0.

(e) E possivel termos AB simétrica com A e B matrizes quadradas
ndo simétricas?

15) Suponha que em 2001 a distribui¢do de areas ocupadas em uma
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cidade de 130 km? é:

- I (uso residencial) 30%

- II (uso comercial) 20%

- IIT (uso industrial) 50%
Encontre as percentagens de distribuicdo dessas dreas nos anos de
2006 e 2011, assumindo que as probabilidades de transi¢do para

intervalos de 5 anos sdo dadas pela seguinte matriz:

0,8 01 01
A=lajl=|01 07 0,2
0,0 01 0,9

onde a;; representa a fragdo da area do tipo i que deverad se tornar do
tipo j no intervalo de 5 anos.

16. O trago de uma matriz quadrada A = [4;]uxn € a soma tr(A) =
= a1 +axp + -+ +ay, doselementos da diagonal. Seja B = [b;j]uxn
uma matriz quadrada de ordem n. Prove que tr(AB) = tr(BA) e
conclua que matrizes semelhantes tém o mesmo trago.

17. Seja m € N. Calcule (B™'-A-B)", onde A e B sdo matrizes
quadradas de mesma ordem.
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1.5 Apéndice

1. Podemos utilizar um Software computacional, por exemplo o
MAPLE, para facilitar os célculos:

(a) [> with(LinearAlgebra);
[> A := Matrix( [[400, 500, 600] ]);
A :=[400 500 600]
[> B := Matrix( [[500, 400, 250] ]);
B := [500 400 250]
[> A.Transpose(B);
[550000]
[> C:=Transpose(B);
[>R:=A.C;
R :=[550000];
Dai, segue que o custo total das agdes é R$550.000,00.
(b) Utilizando o Software computacional MAPLE, temos:
[> with(LinearAlgebra);
[> F:= Matrix( [[600, 350, 300] ]);
F :=[600 350 300]
[> G:=F-B;
G :=[100 -50 50]
[> Ri=A.Transpose(G);
R := [45000]
Portanto, o lucro total foi de R$ 45.000,00.

2. Utilizando o Software computacional MAPLE, temos:
[> with(LinearAlgebra);

(@) [> A:= Matrix( [[0,1,1,1,1], [1,0,1,1,0], [0, 1,0, 1,
0, 10,0,1,0,1],[0,0,0,1, 011);
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Secdo 5 Apéndice

[0 1 1 1 1]

10110
01010
00101

00010

[>A.A;

[1 1 2 3 1]
02222
10211
01020

(0010 1)

[1 3 5 5 4]
2 24 6 2
0 3242

1 0312

0102 0]

b) [> A.A. A;

[>A+A.A;

(1 2 3 4 2]
12332
11221
01121

(00111
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[>A+A A+A A A;

© = = W N
T T N1
[ i i I )
W W & O VO
_ W W k= O

Matriz de Vandermond

Objetivo: Provar, usando indugdo, que o determinante da ma-
triz de Vandermond,

e gl
1 m ay

é igual ao produto H (as — ay).

n—1 1<r<s<
1 ay e an Sr<ssn

Dica: Assumindo que o resultado vale para todo n, considere

o0 determinante

1 ai e a’il
1 ay e az
L a0 flm)
Mostre que este é igual a
an - flan)
1 Apy1 * f(an+1)

Para qualquer polindmio moénico f sobre K (=R ou C) de grau
n. Escolha f de maneira que o determinante seja mais facil de

ser calculado.



Capitulo 2

Sistemas Lineares

Seja KK um corpo.

Definicdo 2.0.1. Um sistema de equagoes lineares

com m equagdes e n
incognitas é um conjunto de equagdes do tipo:

a11x1 +aippx; 4+ FauXy = b1

ax1X1  +axpXy +--+ AayX, = by
(Y)

Ay1X1  +agpXo +c00 FagnXy = by

comajj €K, 1<i<m, 1<j<n.
Uma solugdo do sistema (Y) é uma n-upla de escalares (x1,x2,- - -
que satisfaga simultaneamente estas m equagoes.

Podemos escrever o sistema (Y) sob a forma matricial.

ay a4 e A X1 by

Ay axp - ay X2 by

Aml Am2 - OAmn Xn bm
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air diz - Aip
a1 dx - A ) ..
ouAX =BondeA=| ] ) .| éa matriz dos coeficientes
Am1 Am2  ~ Omn
X1 by
X2 o . by .
X=| . é a matriz das incognitas e B = . é a matriz dos
Xn b

termos independentes.

Podemos definir uma outra matriz associada ao sistema (Y):

an aip v din by
| e axn o oA by | ‘ ‘ _
amatriz| ] ) ] .| édita matriz ampliada do sistema.
Am1 Am2 -~ Amn bm

Definicao 2.0.2. Dois sistemas de equagdes dio ditos equivalentes se, e
somente se, toda solugdo de qualquer um dos dois sistemas é também solugdo
do outro.

Notagdo: escrevemos Y ~ T, ou Y & T para indicar que os sistemas
lineares Y e I' sdo equivalentes.

Teorema 2.0.3. Dois sistemas que possuem matrizes ampliadas linha
equivalentes sdo equivalentes.

Definicao 2.0.4. Classificagdo de um sistema linear

1. Um sistema linear é dito impossivel (ou incompativel) quando ndo
possui solugdo.

2. Um sistema linear é dito posstvel (ou compativel) quando possui
solugdo.

Um sistema possivel pode ser:
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(a) determinado: se possui uma tinica solugio;

(b) indeterminado: se possui infinitas solugoes.

Definicao 2.0.5. Dada uma matriz Auxn, Seja  Buxy a matriz-linha
reduzida a forma escada linha equivalente a A. O posto de A, denotado

por p, é o niimero de linhas ndo nulas de B. A nulidade de A é o niimero
n—p.

Proposicdo 2.0.6. (Posto) Duas matrizes linha equivalentes tém o mesmo

posto.

Teorema 2.0.7. 1. Um sisterna de m equagdes e n incégnitas admite
solugdo se, e somente se, o posto da matriz ampliada é igual ao posto

da matriz dos coeficientes. E, portanto, o sistema serd possivel.

2. Se as duas matrizes (ampliada e coeficientes) tém o mesmo posto
pep = n asolugdo do sistema serd tinica, ou seja, o sistema serd

possivel e determinado.

3. Se as duas matrizes (ampliada e coeficientes) tém o mesmo posto
pep < n, entio podemos escolher n — p incégnitas (como as
incognitas independentes), e as outras p incognitas serdo dadas em

fungdo destas n — p incognitas escolhidas incialmente.
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2.1 Exercicios Resolvidos

Para cada um dos sistemas a seguir, decida se existem ou
ndo solugdes. No caso afirmativo, exiba todas as solugoes do sistema em

termos de um ou dois pardmetros independentes.

. x+2y+3z = 4 b) 2x—y+5z = 3
2x+3y+4z = 5 dx-2y+10z = 5
) 6x—4y+12z = 2
c
9x—-6y+18z = 3

SOLUCAO

(a) Observe que os vetores normais dos planos, obtidos pelas equa-
¢Oes do sistema, ndo sdo paralelos, portanto, a solucdo do sis-

tema (que é a intersecdo destes planos) é a reta r:={P =
=(x,y,2) € R3 | (x,v,2) =(=2,3,0) +t(1,-2,1),t € R}.

(b) Observe que os vetores normais dos planos, obtidos pelas equa-
¢Oes do sistema, sdo paralelos e como 2.3 # 5 entdo os planos
ndo sdo coincidentes e portanto a solugdo do sistema (que é a

intersegdo destes planos) é o conjunto vazio.

(c) Observe que os vetores normais dos planos, obtidos pelas equa-
¢oes do sistema, sdo paralelos e 9.2 = 6.3 e portanto os planos
sdo coincidentes. E a solugdo do sistema é qualquer um destes
planos, ou seja, {P = (x,y,2) € R® | (x,y,2) =
= (%y -2z + %,y,z)} ={P=(xy2) € R3 | 6x —4y+12z =2} =
={P=(x,y,2) e R®|9x—6y+18z=3}. =

Observacgao 2.1.1. Sistemas Lineares a 03 incognitas podem ser resolvidos

apenas com a teoria desenvolvida em Geometria Analitica.
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Dispondo de trés ligas L1, Ly, L3, cujas percentagens de
ouro e prata sdo dadas na tabela abaixo, quero obter 100g de uma liga Ly
formada por igual quantidade de ouro e prata. Desejo fazer isso de modo a
usar o maximo possivel da liga L,. Quantos gramas devo tomar de cada liga?

Ly Ly Ls
ouro | 30% | 40% | 80%
prata | 70% | 60% | 20%

RESPOSTA:
Devemos colocar 60 gde L;, 0gdel,, 40gdelLs.
Dica:
x+y+z = 100
Analise o sistema: § 3x+4y+8z = 500 ,

7x+6y+2z = 500
onde x, y e z representam as quantidades, em gramas, das ligas L1,

L, e L3, respectivamente. |

Foram estudados trés tipos de alimento. Fixada a mesma

quantidade (1g) determinou-se que:

(a) O alimento I tem 1 unidade de vitamina A, 3 unidades de vitamina B

e 4 unidades de vitamina C.

(b) O alimento 1I tem 2, 3 e 5 unidades, respectivamente, das vitaminas
A,BeC.

(c) O alimento III tem 3 unidades de vitamina A, 3 de vitamina C e nio
contém vitamina B.
Se sio necessdrias 11 unidades de vitamina A, 9 de vitamina B e 20

de vitamina C,

(i) encontre todas as possiveis quantidades dos alimentos I, 11,
111, que fornecem a quantidade de vitaminas desejada.
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(ii) Se o alimento I custa R$ 0,60 por grama e os outros dois
custam R$ 0,10, existe uma solugio custando exatamente R$ 1,007

RESPOSTA:

8
(j)—<z§§; x=-5+3z y=8-3z

(i) x = 1g; y =z = 2g, onde X, y, z representam as quantidades,
em gramas, dos alimentos I, II, III, respectivamente.

Dica:
x+2y+3z = 11
Analise o seguinte sistema:{ 3x+3y+0z = 9
4x+5y+3z = 20

para solucionar o item i),onde x, y e z sdo os pesos, em gramas,
dos alimentos I, II e III, respectivamente.

x+2y+3z = 11
Analise o seguinte sistema:{ 3x+3y+0z = 9
6x+y+z = 10

para solucionar o item ii), onde X, y e z 0s pesos, em gramas,
dos alimentos I, II e III, respectivamente. ®
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Determinar os valores de m e n para os quais o sistema

2x —y+3z 1

X+2y—z
3x+y+mz =

IS

(a) indeterminado
(b) impossivel

SOLUCAO:
Aplicando o Método de Eliminacdo de Gauss (escalonamento) temos:

X+2y—z = 4 %2—%11:1%152 x+2y—z=4
2-y+3z = 1 2 &7 ) ox-5y+52=-7
3x+y+mz = n Ox-5y+(m+3)z=n-12
x+2y—z=4
[3—1, > L3
Ox -5y +5z=-7 3

Ox =5y+(m+3)z=n-12

x+2y—-z=4
Ox -5y +5z=-7
Ox+0y+(m—-2)z=n-5

L3 —%—) L3

Portanto,

(a) O sistema acima é indeterminado param =2en =5.

(b) O sistema acima é impossivel param =2en # 5.

Outra maneira:
1 2 -1

Considere amatrizA =| 2 -1 3 |a matriz dos coeficientes
3 1 m
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do sistema. Observe que o det(A) = —=5(m — 2), se m # 2 o sistema
serd possivel e determinado. Portanto se m = 2 o sistema é ndo
determinado (possivel e indeterminado ou impossivel). Pela Regra
de Cramer podemos concluir que :

se 0s determinantes das matrizes

4 2 -1 1 4 -1 1 2 4
1 -1 3 (,121 31,12 -1 1
n 1 2 3 n 2 3 1 n

forem zero teremos que o sistema é possivel e indeterminado e, caso

pelo menos um seja ndo nulo o sistema serd impossivel. W

Resolva o sistema abaixo, sabendo que 0 <a <b < c:

ax+ay+cz = a®+c?
bx—ay+cz = -1 (1).
ax+cy—bz = a*—c?

SOLUCAO:

Observe que: Py = (a — b, b, c) é uma solugdo do sistema:

ax+ay+cz = a®+c?

bx—ay+cz = c*-b?

P —atc—ac? -3 272 ) B
Observe que: P; = , ,0] é uma solucdo do

a-(a-c) (@a—c)

sistema:

ax+ay+cz = a% + c2

ax+cy—bz = a?—c?
Sejam

70 =(a,a,c) X (b,—a,c) e
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01 = (a,a,¢) X (a,c, =b).

Considere

ro=Po+m-0) = (a —b,b,c) + m(2ac, bc — ac, —a® — ab).

H
Pi+m-vy =

2 2
(a3 —a*c—ac® -, 255, ) ) )
= + k(—ab — ¢*, ba + ac, —a” + ac)
a-(a-c)

"

Observe que a condi¢do 0 < a < b < c garante que g }f 71.

Dai o sistema (1) é possivel e determinado, ou seja, AP = rp N ry.
Sejam m e k tal que :

(a —b,b,c) + m(ac, bc — ac, —a> — ab) =

(a3 —a%c—ac? -3, (ffzc),O)
= + k(—ab - %, ba + ac, —a* + ac)
a-(a—c)

Dai,
—c2+ab
m= )
2a2¢ + bc? — ac? + a?b + ab?

e portanto,

P = (x1,x2,x3)

onde:

(=a2c? + 2abc? — c2b? + ba® — 2ac® — ab® + 2ca®)
X1 =
2a2¢ + be? — ac? + a%b + ab?

(@®be + b*c? + a®b? + ab® — bc® + ac® — abc® + ach?)
Xy =
2a%¢ + bc? — ac? + ab + ab?
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_ (3a%c® + bc® — ac® + a?be + ach? + abc® — ba® — a*b?)

3 2a?%c + bc? — ac? + a?b + ab?
x+3y+5z+7w = 12
3x+5y+7z+ = 0
Resolva o sistema: xroywzTw
Sx+7y+z+3w = 4
/x+y+3z+5w = 16
SOLUCAO:

Escalonando (Método de Eliminagdo de Gauss) o sistema temos:

— 3L1—L2—>L2
X+3y+5z+7w =12 50— L[a— L

3x+5y+7z+w=0 7L1—Ié—>L4
Sx+7y+z+3w=4
7x+y+3z+5w=16
gﬁ:ﬁ:ﬁ X+3y+5z+ 7w =12 2y — Ly — Ls
7L1—Ié—>L4 Ox + 4y + 8z + 20w = 36 5L2—Ié—>L4
Ox + 8y + 24z + 32w = 56
Ox + 20y + 32z + 44w = 68

x+3y+5z+7w =12

2l — L3 — L3

5L2—Ié—>L4 Ox + 4y + 8z + 20w = 36 L3+Lé—>L4
Ox + 0y + -8z + 8w = 16
Ox + Oy + 8z + 56w = 112
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x+3y+5z+7w =12
L3+%gel4 Ox + 4y + 8z + 20w = 36

Ox + 0y + -8z + 8w =16

Ox + 0y + 0z + 64w = 128

Portanto,w =2, z=0, y=-1, x=1. m

Dado o sistema a seguir:

x+y+z+w = 0
x+y+z—-w = 4
x+y—-z+w = -4
x-y+z+w = 2
Determine:
1 1 1 1
1 1 -1
(a) o determinante da matriz
1 -1 1
1 -1 1 1

(b) se o sistema ¢ possivel e determinado, impossivel ou possivel e indeter-
minado.

SOLUCAO:

(a) Vamos utilizar o método de eliminacdo de Gauss (escalona-

mento) para calcular o determinante desta matriz,
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1 1 1 1 1 1 1 1
Lo-L; — L,
11 1 -1 0 0 0 =2
Lz3—L; — L3
1 1 -1 1 0 0 -2 0
L4 - L1 - L4
1 -1 1 0 -2 0 0
linha equivalente
Cd
11 1 1 11 1 1
0 0 0 -2 0 -2 0 0
det(A) = det = (-1)det
0 0 -2 0 0 0 -2 0
0 -2 0 O 0O 0 0 -2

portanto, det(A) = 8. Observe que a operacdo elementar
L, < Ly, permutagdo da linha 2 com a linha 4, altera o deter-
minante que estamos calculando, do fator (-1).

(b) Como A representa a matriz de coeficientes do sistema e det(A) #
# 0 segue que o sistema é possivel e determinado. Sendo a
solugdo dosistema x=1,y=-1,z=2,w=-2. m

Observacao 2.1.2. A operacdo elementar (linha) kL; + L; — L; onde
k #0,i # j, que significa substituir a linha i por k vezes a linha j mais a
linha i, ndo altera o valor do determinante. A operagdo elementar L; < L;,
permutagdo da linha i com a linha j, i # j, altera o determinate que estamos
calculando, do fator (=1). Caso facamos um niimero par de permutagdes, o
determinante nilo serd alterado. A operagdo elementar L;+ kL; — L; onde
k # 0,i # j, que significa substituir a linha i por k vezes a linha i mais
a linha j, altera o valor do determinante do fator k. Ver propriedades do
determinante.
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Combinando quartzo (SiO2) com lixivia de sédio (NaOH)
obtém-se silicato de sédio (NapSiOs) e dgua (H,O), na reagdo quimica

indicada por
xSi02 + yNaOH — zNa,Si03 + tH,O

Os niimeros naturais x, y, z e t devem ser tais que os elementos quimicos
Si, O, Na e H ocorram em iguais quantidades em ambos os lados da reagdo.
Como podem esses niimeros ser tomados de modo a se ter a “menor”reacdo

quimica possivel?

SOLUCAO:
X = z
y = 2z
y = 2t

2x+y = 3z+t

Portanto, x =z =t ey = 2z = 2t. Como x,y,z,t € IN%, entdo, para
tornar a reagdo a “menor”possivel devemosterx =t =z=1ey = 2.
u

Responda a questdo andloga a questdo anterior com
respeito a reagdo
xFeS +yOy — zFe; O3 + tSO7

(geragdo de didxido de enxofre a partir da pirita).

SOLUCAO:
x = t
2y = 3z+2t
x = 2z

Portanto, x = t e 2y = 7z. Como x,y,z,t € IN* entdo para tornar a

reacdo a “menor”possivel devemosterx =t =4;z=2ey=7. ®
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Aco fino é uma liga de ferro, cromo e niquel. Um exemplo
éoago V2A, que contém 74% de ferro, 18% de cromo e 8% de niquel. Na
tabela abaixo, tém-se ligas I, 1I, 1II, IV, as quais devemos misturar para
obter uma tonelada de ago V2A. Quantos quilos de cada uma dessas ligas
devemos tomar?

I 11 a | 1v
ferro | 70% | 72% | 80% | 85%
cromo | 22% | 20% | 10% | 12%
niquel | 8% | 8% | 10% | 3%

SOLUCAO:
20 < w <100; x=-1000 + Lw; y=2000-20w, z=3w
Dica:
X+y+z+w = 1000
) ) . 70x + 72y + 80z + 85w = 74000
Analise o seguinte sistema:
22x + 20y + 10z + 12w = 18000
8x+8y+10z+3w = 8000

onde x, y, z e w sdo as quantidades, em quilos, das ligas I, I, Ill e IV,

respectivamente. ®

A tabela abaixo exibe as porcentagens de albumina, car-
bohidrato e lipidio em cada um dos alimentos A, B e C. Mostre que nio
é possivel combinar esses alimentos formando uma refeicdo que contenha
47% de albumina, 35% de carbohidrato e 18% de lipidio. Investigue se seria
posstvel caso as exigéncias fossem 40% de albumina, 40% de carbohidrato
e 20% de lipidio.

Albumina 30% | 50% | 20%
Carbohidrato | 30% | 30% | 70%
Lipidio 40% | 20% | 10%
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SOLUCAO:
X+y+z = w
Ox +50y +20z = 47
Analisando o sistema: 30x + 50y “ v
30x +30y +70z = 3bw
40x + 20y +10z = 18w

onde X, y, z sdo os pesos, em uma determinada unidade, dos ali-
mentos A, B e C, respectivamente, e w é o0 peso da refei¢do total, na

mesma unidade que os pesos x, y e z

-17x+3y—-27z =0 -17x+3y-27z =0
obtemos ¢ -5x-5y+35z =0 & —5x—-5y+35z =0
22x +2y -8z =0 22x +2y — 8z =0
-17x+3y—-27z =0 -17x+3y—-27z =0
obtemos ¢ -5x-5y+35z =0 & X+y—-7z =0
22x + 2y — 8z =0 2x+2y—-8z =0

dai 20x + 6z = 0, 0 que é um absurdo, pois x, y,z,w € R}.
Investigue se seria possivel caso as exigéncias fossem 40% de
albumina, 40% de carbohidrato e 20% de lipidio.

x+y+z = w
Analisando o sistema: 30x +50y +20z = 40w
30x +30y +70z = 40w
40x +20y +10z = 20w
~10x+10y-20z = 0 , = o
obtemos | ~10x-10y+30z = 0 & (¥ = 5 m
20x+0y—-10z = 0 x = 3

Sabe-se que uma alimentagio equilibrada em vitaminas
deve constar de 170 unidades de vitamina A, 180 unidades de vitamina B,
140 unidades de vitamina C, 180 unidades de vitamina D e 350 unidades
de vitamina E. Com o objetivo de descobrir como deverd ser uma refeicio
equilibrada, foram estudados cinco alimentos. Fixada a mesma quantidade
(1g) de cada alimento, determinou-se que:
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(a) O alimento I tem 1 unidade de vitamina A, 10 unidades de vitamina
B, 1 unidade de vitamina C, 2 unidades de vitamina D e 2 unidades
de vitamina E.

(b) O alimento II tem 9 unidades de vitamina A, 1 unidade de vitamina
B, 0 unidade de vitamina C, 1 unidade de vitamina D e 1 unidade de
vitamina E.

(c) O alimento 111 tem 2 unidades de vitamina A, 2 unidades de vitamina
B, 5 unidades de vitamina C, 1 unidade de vitamina D e 2 unidades
de vitamina E.

(d) O alimento IV tem 1 unidade de vitamina A, 1 unidade de vitamina B,
1 unidade de vitamina C, 2 unidades de vitamina D e 13 unidades de
vitamina E.

(e) O alimento V tem 1 unidade de vitamina A, 1 unidade de vitamina B,
1 unidade de vitamina C, 9 unidades de vitamina D e 2 unidades de
vitamina E.

SOLUCAO:
Temos que usar 10, 10, 20, 20 e 10 unidades das vitaminas I, II, IIT ,
IV eV, respectivamente.

Dica: Analise o seguinte sistema:

X+9y+2z+w+t = 170
10x+y+2z+w+t = 180
x+0y+5z+w+t = 140
2x+y+z+2w+9t = 180
2x+y+2z+183w+2t = 350

onde X, y, z, w e t representam as unidades das vitaminas I, II, III ,

IV eV, respectivamente. ®
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Necessita-se adubar um terreno acrescentando a cada 10m? 140g de nitrato,
190 g de fosfato e 205 g de potdssio.

Dispoe-se de quatro qualidades de adubo com as sequintes caracteristicas:

(a) Cada quilograma de adubo I custa 5 u.c.p e contém 10 g de nitrato, 10
g de fosfato e 100 g de potdssio.

(b) Cada quilograma de adubo II custa 6 u.c.p e contém 10 g de nitrato,
100 g de fosfato e 30 g de potdssio.

(c) Cada quilograma de adubo III custa 5 u.c.p e contém 50 g de nitrato,
20 g de fosfato e 20 g de potdssio.

(d) Cada quilograma de adubo IV custa 15 u.c.p e contém 20 g de nitrato,
40 g de fosfato e 35 g de potdssio.

Quanto de cada adubo devemos misturar para conseguir o efeito dese-
jado se estamos dispostos a gastar 54 u.c.p. a cada 10 m? com a adubagdo?

SOLUCAO:

Devemos colocar

6451 4381 14396 25927
9619 % 9619" %" 9619 & 9619 'S

dos adubos I, II, III e IV, respectivamente.
Dica:

Analise o seguinte sistema:

X+ y+5z+2w = 14000
X+y+2z+4w = 19000
100x + 30y + 20z + 35w = 205000
5x + 6y + 5z + 15w = 54000
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ondex, y, z e w representam as quantidades, em gramas, dos adubos
L II, IIT e IV, respectivamente.

Analise o seguinte sistema:

X+y+5z+2w = 14
X+y+2z+4w = 19
100x + 30y + 20z + 35w = 205
5x + 6y + 5z + 15w = 54

onde x, y, z e w representam as quantidades, em kilogramas, dos
adubos I, II, Il e IV, respectivamente.

2.2 Exercicios Propostos
1) Dado a € R, considere o sistema nas incégnitas x, y, z

x -y + z = 4
x + 2y + 8z = -2
2x + y + (a®+5)z

a

Usando o método de eliminagdo de Gauss, determine os valores
de a € R para os quais:

(a) o sistema nao tem solucéo.

(b) o sistema tem solugdo tnica.

(c) o sistema tem infinitas solucgdes.

2) Considere o sistema

 + vy + z + w = 6
3x + 7y - z + w = 1
x + 3y — 5z + 8w = -3
x + y + z + 2w = 3
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(a) Resolva o sistema pela regra de Cramer.
(b) Resolva o sistema por elimina¢do de Gauss-Jordan
(c) Qual o método que envolve menos contas?

3) Resolva os seguintes sistemas homogéneos de equagdes lineares:

2x -y — 3z =0

(@{q —x 4+ 2y - 3z =0
x + y + 4z =0
x3 + x4 + x5 = 0
X1 — X + 2x3 — 3x4 + x5 = 0
(b)
X1 + x - 2x3 — x5 = 0
2x1 + 2x — x3 + x5 = 0

4) Discuta em fungdo dos pardmetros os seguintes sistemas

x + 4y + 3z 10
@{2x + 7y - 2z = 10

x + 5y + az = B
X + 2y + 3z + 4t = 2
2y + 6t = 2
®) !
ay + 3t =1
Sy + z -t = 2
2x + Yy + b4 = —-6p
(3 ax + 3y + 2z = 2B
2x + y + (a+1l)z = 4

5) Dada A =

()

N

o
o N O O
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(a) Determine todos os valores de a € R para que detA = 0.
(b) Escolha um desses valores de a e, para este valor escolhido, dé
exemplos de matrizes colunas B; e B, (4 X 1) tais que AX = B; tenha

solugédo e AX = B, ndo tenha.

6) Deseja-se construir um circuito como o mostrado na figura,
Ry

onde V=280V, V, =100V, V3 =50V, R; =20Q), R, =30Q,
R3 =50 Q,R4 =40 Q, Rs =100 Q.
Dispde-se de uma tabela de pregos de varios tipos de resisténcias;

assim como as correntes mdximas que elas suportam sem queimar.

resisténcias ———

20 Q 300 |40Q |50Q 100 Q

0,5A | 10,00 | 10,00 | 15,00 |15,00 20,00

1,0A | 15,00 | 20,00 | 15,00 |15,00 |25,00

3,0A 120,00 | 22,00 |20,00 |20,00 |28,00

correntes maximas

50A | 30,00 | 30,00 | 34,00 |34,00 [37,00

De que tipo devemos escolher cada resisténcia para que o circuito
funcione com seguranca e a sua fabricagdo seja a de menor custo

possivel?
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2.3 Apéndice

Ap06s analisarmos o problema e obtermos o sistema de equagdes
lineares através dos dados a ele correspondentes, podemos utilizar
um Software computacional, por exemplo o MAPLE, para calcular
as solugdes dos sistemas. Vamos calcular com auxilio do MAPLE a
solugdo dos sistemas dos exercicios 2.1.2,2.1.5 e 2.1.10:

Exercicio 2.1.2

[> with(LinearAlgebra):

[> sys := [ x[1]+ x[2]+ x[3] =100,

3*x[1]+ 4*x[2]+ 8*x[3] =500,

7*x[1]+6*x[2]+ 2*x[3]= 500 ]:

var:= [x[1], x[2], x[3] ]

[> (A, b) := GenerateMatrix( sys, var);

111 100
Ab: = |3 4 8 , | 500
7 6 2 500
[> A - Vector(var) = b;
x[1] + x[2] + x[3] 100
3x[1] + 4x[2] + 8x[3] = | 500
7x[1] + 6x[2] + 2x[3] 500

[> GenerateMatrix( sys, var, augmented=true );

1 1 1 100
3 4 8 500
7 6 2 500
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[> LinearSolve(%);
—100 + 4x[3]

200 — 5x[3]
x[3]

Exercicio 2.1.10
[> with(LinearAlgebra):
[> sys:=[70*x[1]+72*x[2]+80*x[3]+85*x[4] = 74000,
x[1]+ x[2]+ x[3] +x[4]=1000,
8*x[1]+8*x[2]+ 10*x[3]+3*x[4]= 8000,
22*x[1]+20*x[2]+10*x[3]+12*x[4] = 18000]:
[> var := [ x[1],x]2], x[3], x[4] ]:
[> (A, b) := GenerateMatrix( sys, var );

1 1 1 1 1000
Ab: - 70 72 80 85 74000
18 8 10 3| | 8000
22 20 10 12 18000
[> A - Vector(var) = b;
x[1] + x[2] + x[3] + x[4] 1000
70x[1] + 72x[2] + 80x([3] + 85x[4] | | 74000
8x[1] + 8x[2] + 10x[3] + 3x[4] B 8000
22x[1] + 20x[2] + 10x[3] + 12x[4] 18000

[> GenerateMatrix( sys, var, augmented=true );

70 72 80 85 74000
1 1 1 1 1000
8§ 8 10 3 8000

22 20 10 12 18000
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[> LinearSolve( %);
—1000 + 32x[4]
2000 — 20x[4]
2x[4]
x[4]

Exercicio 2.1.5

[> with(LinearAlgebra):

[>sys:= [a*x[1] +a*x[2] + c*x[3] =a"2 + "2,
b*x[1] —a=x[2] + c*x[3] = "2 - b"2,
axx[1] +c*x[2] —b=*x[3] =a"2 - "2]:

[> var := [ x[1], x[2], x[3] I

[> (A, b) := GenerateMatrix( sys, var );

Error, recursive assignment
[> A - Vector(var) = b;

ax[1] + ax[2] + cx[3]
bx[1] — ax[2] + cx[3] = b
ax[1] + cx[2] — bx[3]

[> GenerateMatrix( sys, var, augmented=true );

a a c a% + 2
—a c cz—1?
a c b a*-c?

[> LinearSolve( %);

—a%c? + 2abc? — 2% + ba® — 2ac® — ab® + 2a%¢
—ac? + bc? + 2a%c + ba? + ab?

cba? + a?b? + ac® + ab® — abc? + cab® — be® + 2b?
—ac? + bc? + 2a%¢ + ba? + ab?

—a%b? — ac® + cab? + bcd + cba® — ba® + 3ac? + abc?
—ac? + bc? + 2a%¢ + ba? + ab?
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Capitulo 3

Espacos Vetoriais

Seja KK um corpo.

Definicdo 3.0.1. Um espago vetorial é um conjunto V, ndo vazio, munido
de duas operagoes:
VXV -V o KxV->V
soma+ : e multiplicagdo por escalar - :
(v, w)— v+w (k,o)r—k-v
tais que para quaisquer u, vew € V e a,b € K as sequintes propriedades

sdo satisfeitas:
1. (u+v)+w = u+(v+w) (propriedade associativa em relagdo a adigdo).
2. u+w = w+ v (propriedade comutativa ).
3. A0€V tal que u+ 0= u (0échamado vetor nulo).

4. 3 —ueV talque u+(-u)=0.

5.a-(u+v)=a-u+a-vo.
6. (a+b)-u=a-u+a-o.
7. (@a-b)o=a-(b-v) (propriedade associativa).

8 1-u=u.
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Definicdo 3.0.2. Seja V um espago vetorial, v € V é chamado vetor do
espago vetorial V.

Definicdo 3.0.3. Dado um espago vetorial V, um subconjunto W, ndo
vazio, serd um subespago vetorial de V se :

1. Para quaisquer u, v € W tivermos u +v € W.

2. Para quaisquer a € K, u € W tivermos au € W.

Observacao 3.0.4. Na definigdo de subespago a condigio W # 0 pode ser
substituida por 0 € W.

Proposicao 3.0.5. Dado um espago vetorial V sobre um corpo K, um
subconjunto W, ndo vazio, serd um subespago vetorial de V se, e somente
se, para quaisquer u, v € W e para quaisquer a € K tivermos u+av € W.

Proposicdo 3.0.6. Sejam W1, Wy subespagos de um espago vetorial V.
Wi+Wo={weV|Iw € Wyewp, € W tal que w = wy + wp} éum
subespago vetorial de V.

WinWy={weV|weW;ewe Wy} éum subespago vetorial de 'V .

Definicao 3.0.7. Dado um espago vetorial V sobre um corpo K, sejam
v, , o0 €V e ay,--- ,a, € K, entio, 0o vetor v = a1v1 + -+ +a,v, €
um elemento de V ao qual chamamos combinacgdo linear de v1,--- , vy.

O conjunto W = {v € V | v = ayv1 + -+ + a,v,} € dito subespago
gerado por vy, ,Up.
Notacio: W = [vq, -+, v,].

Definigao 3.0.8. Seja V' um espago vetorial sobre K, dado S subconjunto
de V, ndo vazio, definimos o subespago de V gerado por S,
[S] :=1{kysy + kosp + -+ ks | Ym € N; k; € Kes; €S,i=1,--- ,m}.

Proposicao 3.0.9. Sejam Wy, Wy subespagos de um espago vetorial V.
Wi+ Wy = [W U Ws].
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Defini¢do 3.0.10. V espago vetorial sobre um corpo K. Sejam vy,--- ,v, €
€ V. Dizemos que o conjunto {vy,---,v,} ¢é linearmente independente
(LI), ou que os vetores vy,--- ,v, sio LI, se existirem ay,--- ,a, € K tais
que a equagdo ajvy + - - - + a,v, = 0 é satisfeita entdoa; = --- =a, = 0.

No caso em que exista algum a; # 0, dizemos que {v1,- -, v,} é linear-
mente dependente (LD), ou que os vetores vy,--- ,v, € V sdo LD.

Teorema 3.0.11. {vq,---,v,} é LD se, e somente se, um destes vetores for

combinagdo linear dos outros.

Defini¢ao 3.0.12. Um conjunto gerador e LI de um espago vetorial V é
chamado de base de V.

Proposicdo 3.0.13. Seja V espago vetorial sobre um corpo K. Se V é
finitamente gerado entdo V possui uma base.

Observacao 3.0.14. A proposigdo acima também é vilida se V tem di-
mensio infinita (Ver Apéndice II).

Lema 3.0.15. Seja V espago vetorial sobre um corpo K. Se V é gerado por
{v1,--,0,} e {wy, -+, wy} é LI entdo m < n.

Corolario 3.0.16. Todas as bases de um espago finitamente gerado possuem
0 mesmo niimero de elementos.

Definicdo 3.0.17. Seja V espago vetorial sobre um corpo K finitamente
gerado. Definiremos como dimensdo de V o niimero de elementos de uma
base V.

Observacao 3.0.18. No caso em que V ndo é finitamente gerado, jd foi
observado que V' possui uma base, dizemos que V tem dimensdo infinita.

Lema 3.0.19. Seja V espago vetorial sobre um corpo K finitamente gerado.
SeS ={vy, -+ ,vm} C V éLI entdo S pode ser completada para uma base
de V.
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Proposicdo 3.0.20. Seja V espago vetorial sobre K de dimensdo finita.
B = {v1,v2, -+ ,0,} é uma base para V se, e somente se, Vv € V, existem
linicas escalares ay,--- ,a, tal que v = 4101 + Ax0p + a,v,, OU Seja, UM
subconjunto B de V é base de V se, e somente se, cada vetor de V se escreve

de modo tinico como combinacdo linear de elementos de B.

Defini¢ao 3.0.21. Sejam f = {v1, v, - ,vn}eﬁ' = {wy,wy, - ,wy,}duas
bases ordenadas de um mesmo espago vetorial V. Dado v € V, podemos

escrevé-lo como:

0 =X101 + X202 + -+ + X,,04

)
U=Y1W1 + Ypwr + -+ YWy

4 ~
Como B e B sdo bases para V, temos que:
Se consideramos fp como base de V: (x1,X2,- -+ ,X,) < 0.
A n-upla (x1,x2,--+ ,xn) é chamada as coordenadas de v € V na base f e

denotada por:

X1
X2
[v]p =

Xn

Se consideramos f como base de V: (y1, ya, -+, Yn) © 0.
A n-upla (y1,Y2,+ -+ , Yn) é chamada as coordenadas de v € V na base ,8' e
denotada por:

n
Y2
[v] g = .

Yn

Proposicio 3.0.22. Sejam f = {v1,va,-+ ,v4) e B = {wy, wa, -+, Wy}
duas bases ordenadas de um mesmo espago vetorial V. Entdo, para todo
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v € V temos:

onde [1f} = ({011 |-+ | [walgler

’

Definicdo 3.0.23. [I]ﬁ é chamada de matriz mudanca da base B para a
base B.

Proposicao 3.0.24. Sejam p = {v1,vz,--- ,vUn} € ﬁ/ = {wy, wy, - , Wy}
duas bases ordenadas de um mesmo espago vetorial V. Entio,

=y,

Definigao 3.0.25. V espaco vetorial sobre um corpo K. Sejam W, Wy, W»
subespagos vetoriais de V. Dizemos que W é soma direta de W1 e W se
W=W;+W, e WnNnW,=0.

Notagdao: W = Wy @ W,.

Definicdo 3.0.26. V espaco vetorial sobre um corpo K. Sejam Wy, W»
subespagos vetoriais de V. Considere W = Wy + Wp. Sdo equivalentes:

1. W=W;e W,.

2. Para todo w € W existem tinicos wy € Wy e wy € W tais que

w=w + ws.

Proposicao 3.0.27. V espaco vetorial sobre um corpo K de dimensdo finita.
Sejam U, W subespagos vetoriais de V. Entdo:
dim(U + W) = dim(U) + dim(W) — dim(U N W).

Definicao 3.0.28. Chama-se posto de uma matriz ao niimero maximo de

linhas linearmente independentes que ela possui.

Definicao 3.0.29. A € M,,x,(K). O espaco - coluna de A é o subespago
vetorial de K™ gerado pelos vetores colunas de A.

O espago - linha de A é o subespago vetorial de K™ gerado pelos vetores
linha de A.
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Proposic¢do 3.0.30. Para toda A € M,,x,(K) tem-se:
dim(espago- coluna) = dim(espago-linha) = posto(A).

Observacgao 3.0.31. Seja Ax, uma matriz. O niimero mdximo de linhas
linearmente independentes é igual ao niimero mdximo de colunas linear-

mente independentes.

Proposicdo 3.0.32. Seja Ayx, uma matriz. O Posto(A) = Posto(A").
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3.1 Exercicios Resolvidos

Verificar que os seguintes subconjuntos R> ndo sio subespagos vetoriais
deste:

(@) {(x,y,2) e R | x = 1).

() {(x,y,2) e R® | x2 + y +z =0}
() {(x,y,2)eR¥|x<y<z}
(d){(x,y,2) e R® | x+y €Q}.

SOLUCAO

(a) O subconjunto Uy = {(x,y,z) € R® | x = 1} de R ndo satisfaz
nenhuma das duas condigdes para ser subespago vetorial de
R? sobre R pois:
(i) Observe que, por exemplo, (1,0,0) ; (1,1,0) € Uy, mas
(1/ O/ 0) + (1/ ]-/ 0) ¢ UO.
(if) Observe que, por exemplo, (1,0, 0) € Uy, mas
k(1,0,0) ¢ Uy, Yk € R — {1}. Em particular, (0,0,0) ¢ Uy. (Ob-
servemos que o fato do elemento neutro do espago vetorial

pertencer ao pretenso subconjunto é uma condigdo necessdria).

(b) O subconjunto Uy = {(x,y,z) € R® | ¥* + y+z = 0} de R®
ndo satisfaz nenhuma das duas condigdes para ser subespago
vetorial de IR® sobre R pois:

(i) Observe que, por exemplo, (1,-1,0); (1,0,-1) € Uy,
mas (1,-1,0) +(1,0,-1) ¢ U;.

(ii) Observe que, por exemplo, (2,-2,-2) € U; , mas
k2,-2,-2) ¢ Uy, Vk € R~.
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(c) O subconjunto U, = {(x,y,z) € R3|x< y <zjde R3 nao satisfaz
a segunda condigdo para ser subespago vetorial de R® sobre R
pois:

(i) para Y(x, y,z) € (U2 - {(0,0,0)}), Vk € R temos que
k(x/ Y, Z) ¢ UZ'

(d) O subconjunto Us = {(x, y,z) € R3 | x + y € Q} de R ndo satisfaz
a segunda condigdo para ser um subespaco vetorial de R® sobre
R pois:

(i) para V(x, y,2) € (Us — (0,0,0)}), Vk € (R - Q) temos
k(x,y,z) ¢ Us. (Observe que Q é um corpo.) ®

Seja I = [0,1]. Verificar se sio subespagos vetoriais de
C)={f:I >R tal que f écontinuaemI}:

@) {f € CO)| £(0) = 0).
M) {f € COI f; ftyit =0},
©f € C | FO) = FO)).

(d) {f € C(I) | f(t) = 0 em todos os pontos de I exceto, possivelmente,
num niimero finito deles}.
SOLUCAO
Vamos verificar se valem, para cada um dos subconjuntos dados, os
pré-requisitos para subespaco vetorial.
(@) SejamhegeSo={f € CI)| f(0)=0}ekeR.
(i) (h+ 2)(0) = h(0) + g(0) = 0+ 0 = 0, portanto
(h + 9)(x) € So.
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(ii) (kg)(0) = kg(0) = k-0 =0, Vk € R, portanto

(kg)(x) € So.
Logo, podemos dizer que Sy é um subespaco vetorial de C(I).

(b)Sejamhege S = {f € CO| [, f(t)dt =0} ek e R

(@) o (h+ Q)t)dt = [ hpdt + [ g(t)dt =0+0=0
portanto, (h+ g)(x) € S;.

(ii) [ (kg)(®)dt = k [ g(®)dt = k-0 = 0;¥k € R portanto,
(kg)(x) € S1.
Logo, podemos dizer que S; é um subespaco vetorial de C(I).

(c)Sejamhege S, ={f € C(D)| f(0) = f(1)}ekeR.
(i) (1 + £)(0) = h(0) +(0) = h(1) + g(1) = (1 + g)(1), portanto
(h+ 9(x) € S,.
(i) (k)(0) = kg(0) = kg(1) = (kg)(1),Vk € R, portanto

(kg)(x) € Sa.
Logo, podemos dizer que S, é um subespaco vetorial de C(I).

(d) Observe que: Sz = {0}, pois se existisse x € I tal que f(x) # 0,
onde f € C[0,1], entdo existiria uma vizinhanga de x tal que
f ndo se anula nesta vizinhanga. (Ver Calculo Diferencial e
Integral I/ Andlise Real I). Dai, podemos dizer que Sz é um
subespaco vetorial de C(I). =

Seja V um espago vetorial. Se (U;); é uma familia de
subespagos vetoriais de V, mostrar que N;U; também é um subespago veto-
rial de V. O que poderiamos dizer sobre a unido de subespagos vetoriais de
um dado espago vetorial?

DEMONSTRACAO
Sejam v,w € N;U; e k € K corpo de escalares. Observe que v, kw €
U;V¥j. Daivt+kw e 0 € U; ¥j,jaque paracada j, U; € subespacode V.
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Portanto, v + kw e 0 € N;U;. Logo, podemos afirmar que N;U; é um
subespaco vetorial de V, onde (U;); é uma familia de subespacos
vetoriaisde V. m

A unido de subespagos vetoriais de um mesmo espago vetorial ndao
é necessariamente um subespaco vetorial. Vejamos o exemplo a
seguir:

Consideremos V = IR? (plano cartesiano). Observemos que
(?( ={(x,00e R?|xeR}e (W ={0,y) € R? | y € R} sdo subespacgos
vetoriais de V = R2, mas a unido destes ndo é um subespaco vetorial,
pois (x,0) + (0, ) = (x, y) € (OX UOY), ondex # 0y # 0. m

Y
P
Ygp=-—=-=—--- A
1
1
1
1
1
O X X

Mostrar que a unido de subespagos vetoriais do mesmo espago vetorial é
também um subespago vetorial se, e somente se, um dos subespagos estd
contido no outro.

DEMONSTRACAO
Sejam U e W subespagos de um espaco vetorial V.
Se U € WouW C U é imediato que a unido U U W é um subespago
vetorial de V. Restando, apenas, mostrar que:
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Se U U W é um subespaco vetorial de V, onde W e U sdo subespacgos
deV,entaiolUC Wou W C U.

De fato, suponhamos que dx € (U — W) e dy € (W — U). Observemos
que se U U W fosse um subespago, x +y € UUW, portantox+y € U
oux+y €W, teriamos x € W, pois y € W e W é subespago vetorial,
ouy € U, pois x € U e U é subespago vetorial. O que é um absurdo,
logo deveremoster U C WouW C U. m

Sejam Wi = {(x,y,z,t) | x+y = 0ez—t =0} e
Wy =1{(x,y,2,t) | x — y — z+ t = 0} subespagos vetoriais de R*.

(a) Determine W1 N Wh.

(b) Exiba uma base para W1 N Wh.

(c) Determine W1 + Wh.

(d) W1 + W, é soma direta? Justifique.

(e) Wi + Wy = R*? Justifique.
SOLUCAO

(a)

W1 N Wy

{,y,z,t) | x+y=0,z—t=0,x—y—z+t=0}
[(0,0,1,1)]

(b) Como Wy N W, é gerado por um tnico vetor, ndo nulo, segue
que {(0,0,1,1)} éuma base para Wi N W, .

(©)
W1 =1(1,-1,0,0),(0,0,1,1)],

WZ = [(1/ 1/ 0/ 0)/ (1/ 0/ 1/ 0)/ (1/ 0/ O/ _1)]
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Portanto, Wl + WZ = [(1/ _1/ O/ 0)/ (O/ 0/ ]-/ 1)/ (]—/ 1/ O/ 0)/ (1/ O/ 1/ O)/
(1/ 0/ 0/ _1)] = [(1/ _1/ O/ 0)/ (0/ 0/ 1/ 1)/ (1/ 1/ O/ 0)/ (1/ 0/ 1/ O)]'

(d)Nao, pois Wy N Wy # {0}.

(e) Sabemos que
dim(Wq + W;) = dim(Wq) + dim(W>) — dim(W; N Wh)

temos dim(W; + W) =2+3—-1=4. Logo W; + W, = R%. =

No espago vetorial R? consideremos os seguintes subespagos:

U={(xyz2) R x=0)
V={(xy,2) € R®|y—-2z=0}
W =1[(1,1,0),(0,0,2)]

Determinar uma base e a dimensio de cada um dos sequintes subespagos:
U v, w,unv, Vv+Weld+V+W.

SOLUCAO
U= {(xyz € R |x =0 ={0yz2 € R, observemos que
0,v,2z) = y(0,1,0) +z(0,0,1) onde (0,1,0),(0,0,1) € U . Portanto,
U =1[(0,1,0),(0,0,1)], onde {(0,1,0),(0,0,1)} é uma base. Dai, pode-

mos concluir que dim U = 2.

V=IAxyz2 e R3 | y—2z =0} ={(x,2z,2) € R3}, observemos que
(x,2z,z) = x(1,0,0) + z(0,2,1) onde (1,0,0),(0,2,1) € V. Portanto,
V =1(1,0,0),(0,2,1)], onde{(1,0,0),(0,2,1)} éumabase para V. Dai,

podemos concluir que dimV = 2.

Como W = [(1,1,0),(0,0,2)] e {(1,1,0),(0,0,2)} é L.I segue que
dimW = 2.
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UﬁV:{(x,y,z)eIR3 | x=0ey—-2z=0}={(0,2z,2) | ze R} =
=1(0,2,1)]. Portanto, dim(U NV)=1.

V+W=1[(1,0,0),(0,2,1),(1,1,0),(0,0,2)]. Como
{(1,0,0),(1,1,0),(0,0,2)} é LIe dim(V + W) < 3, segue que
dim(V + W) =3¢e{(1,0,0),(1,1,0),(0,0,2)} é uma base para V + W.

u+v+w=1(1,0,0),(1,1,0),(0,0,2),(0,1,0),(0,0,1)]. Como
{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} é LIedim(V + W + U) < 3 segue que
dim(V+ W+ U) = 3 e {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} é uma base para
V+W+U). =

Considere o sistema linear

2x+4y—-6z=a
(83 x—-y+4z=0>
6y—14z=c

Seja W = {(x,y,z) € R® | (x,y,2) é solucio de (§)}. Isto é, W é o conjunto
solugdo do sistema.

(a) Que condigodes devemos impor a a, b e c para que W seja um subespago
vetorial de R3?

(b) Nas condigdes determinadas no item a) encontre uma base para W.

(c) Que relagdo existe entre a dimensido de W e o grau de liberdade do
sistema?

SOLUCAO

a) Observemos que o vetor nulo pertencer a W é condicdo necesséria
q p C
para W ser subespacgo vetorial. Portanto, (0, 0, 0) devera ser

uma solugdo, ouseja,a=b=c=0.
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(b)
2x+4y—-6z=0 2x+4y—-6z2=0
x—-y+4z=0 ~4{ +6y—-14z=0
6y —14z=0 +6y—14z =0

O sistema acima é possivel e indeterminado com grau de liber-

dadeigualal. (x,y,z) e W & y = %ex = —32. Portanto,
-5 7
_/_/]- .

(c) O grau de liberdade do sistema é a dimensdode W. m

w = [(

Mostrar que os polindmios (1 —t),(1 —t)?,(1 —t)*> e 1
geram P3(IR).

SOLUCAO
Como dimP3(R) =4,

1-t,(1-t?% (1 -1t elgeramP3(R) & {1-t,(1-1t)?% (1-1)?>1}éLL

Basta, portanto, mostrar que: {1 —t, (1 —#)?,(1 —t)?,1} é LL
Suponhamos que existam constantes reais ko, k1, k2, k3 tais que

i k(1 -1 = 0.
i=0

Devemos mostrar que k; =0 Vi =0,---,3. De fato,

3 )]
[Zki(l—t)i) =0,¥j=0,---,3eVteR.
i=0

3 ()
Paracadaj, j=0,---,3 fazendot =1em [Z ki(1 - t)’) = 0 temos
i=0
k] =0.m
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Mais geralmente: O conjunto
{1, x—a),(x—a)?--, x—a)"!, (x —a)")

de vetores de P,(R), onde a € R é LI (pode ser resolvido com
raciocinio andlogo ao aplicado no caso anterior para n = 3, ou seja,
considerar as (n + 1)equagdes da forma

n )]
(Z ki(x — a)f] =0.
i=0

onde j =0, -+ ,n e fazer x = a em cada uma das (n + 1)equagdes.
Outra maneira: Suponhamos que existamk;,i = 0, - - - , n reais tais
que

Z ki(x—a) =0. (1)
i=0

Como a relagdo (1) é vdlida Vx € R, consideremos tg, t1,- - - , t, distin-
tos entre si e diferentes de a. Temos o seguinte sistema homogéneo

de (n + 1) equagoes:

n
Z ki(to - a)i =0.
i=0
n
Z ki(tl - a)i =0.
i=0
n
ki(t, — a)' = 0.
i=0
n
ki(t, —a)’ =0
i=0
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Escrevendo o sistema sob a forma matricial:

(1 (to—a) (to—a)?® -+ (o—a)" | [k | [O]
1 th-a" hh—-a)" - (H—-a) kq 0
1 (—a)" (—-a)" - (-a)" ||k [=]0

|1 (ty—-a)" (tw—a)" - (th—a)" | | k| [ O]

Observemos que o sistema acima é possivel e determinado, visto que
o determinante da matriz dos coeficientes do sistema é ndo-nulo (Ver
Apéndice - Matrizes: Matriz de Vandermond). Portanto, podemos
concluir que k; =0, i=0,---,n. Logo,

{1,(x —a),(x —a)?,---,(x —a)" L, (x —a)"} de vetores de IP,(R), onde
a€eRéLL m

Mostrar que os dois conjuntos abaixo formados de fungoes
continuas reais definidas em R geram o mesmo subespago vetorial de C(IR):

{sen’(t), cos*(t), sen(t) - cos(t)} e {1, sen(2t), cos(2t)}

SOLUCAO
Usando as relag¢des trigonométricas:

sen(2t) = 2sen(t)cos(t)
cos(2t) = cos?(t) — sen®(t)
cos>(t) + sen?(t) = 1

temos que: [1, sen(2t), cos(2t)] C [sen?(t), cos*(t), sen(t) - cos(t)].
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Usando as relagoes trigonométricas:

1 t
1- t
sen?(t) = —CZOS( ),

sen(2t) = 2sen(t)cos(t)

temos que: [sen?(t), cos’(t), sen(t) - cos(t)] C [1, sen(2t), cos(2t)].
Logo, [1, sen(2t), cos(2t)] = [sen?(t), cos*(t), sen(t) - cos(t)]. m

Provar que o conjunto de fungdes {¢" cos(bt), e*sen(bt)},

onde a e b sdo nitmeros reaise b # 0, é LI

SOLUCAO
Suponhamos que existam constantes reais kj e k; tais que:
kie"cos(bt) + kpe"sen(bt) = 0. Devemos mostrar que k; = ky = 0.
De fato, observemos que: kje”cos(bt) + kpe"'sen(bt) = 0 Vt € R em
particular para t = 0, portanto, temos k; - 1-1+0 =0, ou seja, k1 = 0.
E como, kyesen(bt) = 0 Vt € R, em particular para t = 7 segue que
ky-e"™-—-1=0,0ouseja, k, =0.m

Mostrar que os niimeros 2 + 3i e 1 — 2i geram o espago

vetorial C sobre R.
SOLUCAO
Devemos mostrar que Yz € C, z pode ser escrito como combinacdo

linear 2+3i e 1-2i. De fato, sejaz = x+iy ondex, y € IR. Observemos
que

x+iy=a(l-20)+b2+3i) © x=2a+by=3a-2b

HEYHEH
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1

2
onde a4,b € R. Como a matriz [ 3 ] é inversivel temos que o

sistema acima é possivel e determinado. Portanto, podemos concluir
que 2 + 3i e 1 — 2i geram C sobre RR, ou seja, {2 + 3i,1 — 2i} formam

uma base para o espaco vetorial C sobre R. m

Considere o sequinte subespago vetorial de C3:

W=1[1,0, 4,01, 1+i 1-i),(1, —1-i, —1+3)].

Determinar uma base deste subespago.

SOLUCAO
Observemos que:
1 0 i 1 0 i
1 1+i 1-i |~[0 1+i 1-2i [~
1 -1-i -1+4+3i 0 -1-i -1+2i
1 0 i
~10 1471 1-2i
0 0 0
Portanto,

dim(W) =2e{(1, 0, i),(1, 1+i, 1-0)}, {(1, —1-i, —1+43i),(1, 0, i)},
{1, 1+41-1),(1, =1-1i, —1+3i)} sdo bases para W. ®m

Considere as bases B = {e1, ez, e3} e C = {g1, $2, g3} do
IR3 assim relacionadas:

81=€—€6—¢€3
& = + 2e + 3e3
g3 = 3e1 +e3
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(a) Determinar as matrizes de mudangas de B para C e de C para B.

(b) Se um vetor u de R3 apresenta coordenadas 1, 2 e 3, em relagdo a B,

quais as coordenadas de u relativamente a C?

SOLUCAO
()
1 3
s = | -1 20
-1 3
81 =61 —€2—¢€3 81 =¢€1 —€—¢€3
Lz —3L L
g2:2€2+3€3 3 (:%_) 3 g2=2€2+3€3

g3 =3e; +e3 g3 — 391 = 3ex + 4e3

=€1 —6)—¢€
SIZATR7EG 43l - L
g2=2€2+3€3 &

g3 — 3g1 = 3ep + 4eg

g1=6—6—¢€3

—2[3 + 3L L
3 <:>2_> 3 g2=2€2+3€3

1 3
5Lp—35L3 = L
L2 %:3 2
—283+681+382=¢€3

g1 =€ —€e€—¢e3
ey = —9g1 — 4g2 + 3g3
e3 = 6g1 + 3g2 - 2g3

1 3
1,31, 5L Ly -
227 73 2 Lz L3+L1 L1

e1=-291—- 82+ &3
ey = —9g1 - 4g2 + 3g3
e3 = 6g1 + 3g2 - 2g3

—Lz—ngLl -1,

-2 -9 6
Portanto, [I]’é = -1 -4 3
1 3 -2
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Observemos que:
[ = (9!

(b)
-2 -9 6 1 -2
[wle =M [ulg=| -1 -4 3 |-|2]|=|0 | =
1 3 =2 3 1

Mostrar que é um subespago de M,,(R) o subconjunto
formado pelas matrizes anti-simétricas. Mostrar que M, (R) é soma direta
dos subespagos das matrizes simétricas e das anti-simétricas.

DEMONSTRACAO
Considere S,,(R) := {A € M,(R) | A = A’} o conjunto das matrizes
simétricas e AT,(R) := {A € My(R) | A = —A!} 0 conjunto das ma-
trizes anti-simétricas.

Afirmagdo 1: 5,(IR) é um subespaco vetorial de M, (IR).
De fato, 0 € S,,(R). Sejam A, B € S,(R) ek € R. Temos que (A+kB)' =
= A'+kB' = A+kB, portanto, A+kB € S,(R). Podemos entdo concluir
que S,(R) é um subespago vetorial de M, (R).

Afirmagao 2: AT,(IR) é um subespago vetorial de M, (IR).
De fato, 0 € AT,(R). Sejam A,B € AT,(R) e k € R, temos que
(A +kB)! = A + kB! = —A — kB = —(A + kB). Podemos entdo concluir
que AT,(R) é um subespaco vetorial de M, (R).

Afirmacdo 3: M,(R) = S,(R) P AT, (R).

t gt
De fato, seja A € M,(R), A = A ;A + A 2A ,onde

t Y
A+4 € Su(R)e A-4 € AT,(R), podemos, portanto, concluir que

M, (R) = S,(R) + AT, (R).

Observemos, ainda, que se A € S,(R) N AT,(R) & A = 0 (matriz
identicamente nula), pois pela defini¢do terfamos que
A=Al =-A.
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Logo, My(R) = S,(R) D AT,(R). m

Mostrar que as matrizes:

1 1 2 1 01
ool ool |10]°
formam uma base de M (R).

SOLUCAO

Como dim M>(IR) = 4, basta mostrarmos que

ool ol [0a) 16

Considere f a base candnica de M>(IR).

00
0 2

[}

R R el i e

ou seja,

—
—
S =
S =
—_—
[e—
=

Il
O O = =

Analogamente, podemos concluir que:

HERAEE

S = = O
—
—

o R

)

LI

00
01

N O © O

75



Secdo 2 Exercicios Resolvidos 76

Observemos que a matriz

1100 1 1 00
Ao 2100 N 0 -1 00
0110 0 0 10
0 00 2 0 0 0 2

Dai a matriz A é invertivel e, portanto, os vetores cujas coordenadas
representam as linhas desta matriz sdo LI m

Determinar a dimensdo dos seguintes subespagos de
M, (R):

(a) subespago das matrizes simétricas;
(b) subespaco das matrizes anti-simétricas;

(c) subespago das matrizes A tais que A = 2A%;
n
(d) subespago das matrizes A = (a;;) tais que Z(ﬂii) =0.
i=1
SOLUCAO

(a) Considere S,(R) = {A = [a;] € My(R) | a;; = aj;}.

ajp dip a3 -+ Aig 1
dip dpp dpz -+ Aoy
A= [ﬂi]‘] €S, (R), A=| m3 a3 a3 -+ a3
| a1n Aoy A3 Apn |
010 0 0 0 O 1
n 100 -0 000
A= ZaiiDi'HllZ 000 - 0+ +a,[0 00 -0
=1 oL : o .
000 0 | 1 00 0
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+an(n—1)

00

10 0 0

0
1

+--tay,| 0

1
O .
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00 0
00 1
00 N -
10 0

onde D;; é a matriz diagonal de ordem n, cuja entrada ii é igual

a 0, e as demais entradas (da diagonal) sdo nulas.

Dai, dimS,(R) =n+(n—-1)+---+1=

n(n + 1)
5

(b) Considere AT,(R) := {A € My(R) | A = —A'} o conjunto das

matrizes anti-simétricas.

A= [Eli]'] S ATn(]R), A=

A:alz

o

0 aip
—a12 0
—a13  —az3

| —A1n  —02n

O [+ +ay,

a3 o ]
azz v A
0 .

—az, - 0
0O 0 O 1
0O 0 O
0O 0 O 0|+
-1 0 0 0
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+ay3

[ 0
0
tapm-1|
00

00 0

0
-1

+- - +apy,

1
0 .
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0 0 0]
0 0 - 1
0 0 N
-1 0 0

Como M,(R) = S,(R) P AT, (R), temos que

dim AT,(R) = dim M,,(R)—dim S,(R) = n

, nn+1) n(n-1)
2 T2

(c) Subespaco das matrizes A tais que A = 2A! é o subespaco nulo,
p q p

pois a;; = 2aj; e aj = 2a;j e, portanto, tem dimenséo zero.

(d) Considere N = {A = [a;;] tais que Yol (ai) = 0}

SejaAeN,A =
10
0 0

A :all 0 0

a1

a1

as31

| nl

a2
a2
a3

an2

ai3
a3
a33

an3

+ dso

A1n
aon
a3n
-1
521 )(_aii)A
[0 0 O 0 |
010 0
000 0 |4+...4
0 0 -1 |
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0 0 (01 0 0
0 0 00 0 0
Hag-ye-n| - ¢ F o f |+ap[ 0 0 0 - 044
1 0
00 0 0 -1 00 0
000 - 1 00 -0
000 - 000 0
+ota, | 000 0 0 e tag, ), :
Dol 000 - 1
| 000 -+ 0] (000 -+ 0]

dimN=#n?-1m

Considere o sequinte subespago vetorial de M (IR):

u:{[x y}eMz(]R)lx—y—z:O}.
z t

(a) Mostrar que os seguintes subconjuntos de M (IR) sdo bases de U:
1 1]] [0 0
B= e
{[ 00 l | | 0 1 ]}
co 10 0 -1 00
10|11 0]]01

(b) Achar a matriz mudanga de base de B para C e de C para B.

[ —
o O
| S— |

(c) Achar uma base D de U, de maneira que a matriz de mudanga de D
para B seja:

o O
W o =
= N O
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SOLUCAO

(a)Seja[ * ?leUcomox—y—z:O,segueque
z

O N R
e E P

Portanto, B gera U.

Afirmamos que B é LI

De fato, suponha que existam a,b,c € R de forma que

11 10 00 00
a +b +C = ,
[0 0} 10] [0 1] [0 0}

ouseja, a =b =c=0. Portanto B é LI

Como B gera U e é um conjunto LI de vetores, segue que B é

uma base para o subespago vetorial U e portanto dim U = 3.

Como dim U = 3 entdo para mostrar que o conjunto C é também
uma base para o espago U, basta mostrar que C é LI

De fato, suponhamos que existam escalares reais ki, k>, k3

tais que
10 0 -1 [0 0 00
k1 + kz + k3 = .
10 1 0 | 0 1 00
k —k 0 0]
Portanto, ! 2= .Daik; =ky =ks =0.
k2 + k1 k3 00 |

(b) Observemos que
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R TR Rl R |

1 1]
Portanto, = -1
0 0

AC 0
Por raciocinio analogo, podemos afirmar que:

1 0
Portanto, [I]C = -1 1 0 [ .Observemos que:
0 01

81

(c) Considere D = {v1,vp,v3}.Como temos a matriz mudanca da

1
base D para a base B, sabemos que [v1]g = | 0 | e, portanto,
0
11 10 00 11
v =1- +0- +0- ,ouseja, v; = .
00 10 01 00
1 0
Analogamente, [v2]p =| 0 |, [vzlp = 2
3 1
11 10 00
Portanto,v, = 1 - +0- +3- , Ou seja,
00 10 01

11
Uy = e
27lo 3
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11 10
v3=0- +2- +1
00 10

w[2 0]
& IR IERY

20
2 1

00 .
: , ou seja,

” é a base desejada. m

82



83

3.2 Exercicios Propostos

1) Determine quais dos conjuntos abaixo sdo subespagos de R" (com

n > 3) sobre o corpo R dos ntiimeros reais. Justifique sua resposta.
(@) Wi = {(u1, uz, -+, un) € R" [ug > O}
(b) Wy = {(u1, uz,--+ ,uy) € R" | ug + 3 - up = u}.
(@) Ws = {(u1, ua, -~ ,uy) € R" | up = ug).
(d) Wy = {(u1, up, -+ ,up) € R" [ug - up = 0}.

(e) W5 = {(u1, up,--- ,uy) € R" | up é irracional}.

2) Seja ¥ (R, R) o espago vetorial de todas as fun¢des de R para R
sobre o corpo R dos ntimeros reais. Determine quais dos conjuntos

abaixo sdo subespacos de 7 (R, R). Justifique sua resposta.
@ Wi ={f€ FR,R) | f(t2) = (f()? para todo t € R}.
b) Wo = {f e FR,R) | £(0) =2}
@Ws={feFRR) | fB) =1+ f(-5)}
(d) Wy = {f e F(R,R) | f(~1)=0].
(€) Ws = (f € F(R,R) | f é continual.
3)Seja F = {(x,,z) € R® | x+ v = 0} um subconjunto de RS,

(a) Mostre que F é um subespaco vetorial e indique uma base de F

e a respectiva dimensdo.

(b) Sendo G = [(1, -1,0), (-1,1, 1)], determine as equacgdes carte-
sianas do subespago G e indique um conjunto de geradores de

G que néo seja base. Qual a dimensdo de G? Justifique.

(c) Caracterize F + G e indique a respectiva dimensdo. Serd F + G

uma soma direta? Justifique.
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4) Considere os subespagos vetoriais de IR?,

F:{(x,y,z,w)e]R4 | x—y:O;x+2y=w}
G=[1,-1,1,0), (1,1,-2,1)]

(a) Calcule uma base e a dimenséao de F.

(b) Caracterize G por meio de um sistema de equagdes cartesianas.

(c) Determine uma base para o subespaco H = F + G e indique a
respectiva dimensdo. H é uma soma direta? Justifique.

5. SejaV ={(x,y,21t) e R* | y-z=0}, u=(,1,10), v=(0,2,21)
e w=1(2,0,0,3).

a) Mostre que {u, v, w} gera V.

b) Ache as coordenadas do vetor (5,5, 5,4) em relacdo a base
A ={u,v,w}.

c) Encontre um conjunto de geradores de V que seja LD.

1 2 0 0
6. Estenda o conjunto ,
01 1 -1

} aumabase de My« (IR).

7. Prove que a unido de trés subespagos vetoriais s6 pode ser um

subespago vetorial quando um deles contém os outros dois.

8. Para todo subespago vetorial F C IR", prove que existe um
subespaco G tal que R" =F&G.

9. Seja F um subespagco vetorial de E. Assinale V (verdadeiro) ou F
(falso):

a)se u¢ Fev¢F,entiou+v¢F

b)se u¢ F e a #0,entdoa-u ¢ F.
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10. Prove que todo espaco vetorial de dimenséo finita é soma direta
de subespacos de dimenséao 1.

11. Dado o conjunto finito X = {ay,---, a,}, obtenha uma base para
o espago vetorial F(X,R).

Dica: Considere paracada i =1,--- ,nafuncdo f;: X — R tal que
f(a)=1e f(x) =0, sex #a.

12. Seja X um conjunto infinito. Para cada a € X, seja f,: X — R
a funcao tal que f,(a) = 1 e f,(x) = 0, sex # a. Prove que o conjunto
Y ¢ F(X,R) formado por estas fungdes é linearmente indepen-
dente, logo 7 (X, R) tem dimenséao infinita. Prove ainda que Y nao
gera ¥ (X, R).

Dica: Para provar que Y ndo gera ¥ (X, R), mostre que as funcdes

constantes, ndo nulas, ndo pertencema Y.
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3.3 Apéndicel

1. Sejam A € M, (K), B € Myxn(K) e C = AB € M, (K).

Afirmagio 1. Se A € M;;+(K), B € Myx,(K) e C = AB € M;;;x,(K)
entdo Posto(A) > Posto(C).

Dem: Sejam A = [a;j]muxr, B = [bijlrxn € C = [¢ijlxn- Considere
Posto(A) =selj=(aj,ap, - ,aj), - ljrs = (A(jrs)1, Ajrs)2, 1 A(jrs)r)
linhas de A portanto existem tj, -+, t(j+s) constantes ndo todas nulas

tais que:
j+s j+s j+s
tili+ tialin + -+ gl = Ztiﬂﬂ, ZtiaiZ/"'/ Ztiair =
inj e s
= (0,0,---,0).

Considere I; = (cj1, ¢, ,Cjn)s s Livs = (C(jrs)1, C(jws)2, "+ Cjsyn)
r

linhas de C. Como C = AB temos: c;; = Z by

k=1
Portanto,
~ r r . r r
li = (Z ajxbry, -+ /Zajkbkn]/ lijsr) = (Z agiskbrr, - ,Za(j+1)kbkn],
k=1 k=1 k=1 k=1
. r r
vy = [Z A(jssykbr, - -+ ,Z a(j+s)kbkn)-
k=1 k=1

Observemos que:

roj+s rJts
tili + tilin + -+ tjasljes = [Z(Z tag)b, -+, Z(Z tqaqk)bkn] =

k=1 q=j k=1 q=j
0,0,---, 0).

Logo, podemos concluir que s = Posto(A) > Posto(C).
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Afirmagdo 2. Se A € M;;,(K), B € Myx,(K) e C = AB € M;;;x,(K)
entdo Posto(B) > Posto(C).

Dem: Como C = AB & C' = (AB)! = B'A! segue pela afirmacéo
acima que posto(C) = Posto(C) < Posto(B') = Posto(B).
Generalizacdo de soma direta de subespacos de um mesmo

espaco vetorial

Definigao 3.3.1. Seja V espago vetorial sobre o corpo K.

Considere W1, Wo, - - - , Wy subespagos de V.
SejaW=W;+Wo+---+Wr={welw=w;+-+wg w; € Wi}
Dizemos que W1, Wy, - - -, Wy sdo independentes se

w1+---+wk:0®wi:0\7’i:1,---,k.

Obs: Independéncia de subespagos é a generalizagdo de inde-

pendéncia linear de vetores.

Proposicdo 3.3.2. Suponha que W1, Wy, - -+, Wy subespacgos de V.
Considere W = W1 + Wy + -+ + W
Sdo equivalentes:

1. {Wl-}i“:1 é independente.

2. Cada vetor w € W pode ser escrito na forma w = wi + wa + - - - + Wi

de maneira inica.

3 Win(LaW)=0i=1,-,k
Dem: Ver HOFFMAN, Kenneth & KUNZE, Ray. Algebra Linear.

Editora Poligono: Sao Paulo. 1971.

Definigdo 3.3.3. Quando as condiges acima sdo satisfeitas, dizemos que

W é soma direta de W1, W, - -+, Wi e escrevemos

W=D W=, DWW, P--- P W,
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Lema 3.3.4. V espago vetorial de dimensdo finita sobre Ke Wy, Wo, - - -, Wi
subespagos de V. As sequintes afirmagdes sio equivalentes:

k
1. V=E,_ Wi
2. Sepiébasede Wiparai=1,--- kentiof = Ule i é base para V.

Dem: Ver HOFFMAN, Kenneth & KUNZE, Ray. Algebra Linear. Edi-
tora Poligono: Sdo Paulo. 1971.

3.4 Apéndicell

Exemplos de espagos vetoriais de dimensao infinita

1. R® = {(xy)nen | xn € R,Vn € N}.
2. P(K) := Uy Pu(K).
3. C*°(R):={f: R> R| fe C"(R),¥n € N} = 5 C"(R).

LEITURA COMPLEMENTAR: Os assuntos tratados abaixo, geral-

mente, sdo abordados em cursos de matemaética mais avangados. O

intuito de coloca-los aqui é para que sirva, pelo menos, de orientagao
para os que desejam complementar a leitura aprofundando seus es-
tudos.

Teorema 3.4.1. Seja V um espago vetorial, nio nulo, sobre o corpo K.
Entdo existe uma base para V.

Para demonstrarmos o teorema acima, utilizaremos um lema muito
especial da Teoria dos Conjuntos, o LEMA DE ZORN.

Nog¢oes Basicas

Seja S um conjunto. Uma ordem parcial (também chamada uma
ordem) em S é uma relagdo, escrita x < y, entre alguns pares de

elementos de S, dotada das seguintes propriedades:
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1. x<x.
2. Sex<yey<zentdox <z
3. Sex<yey<xentdox =y.

OBS: Alguns pares de elementos de S podem nao ser comparaveis.

Exemplo 3.4.1. : Sejam X um conjunto e S o conjunto dos subconjuntos de
X. SeY, Z sdo subconjuntos de X, definimos Y < Z se' Y é um subconjunto
de Z. Isso define uma ordem parcial em S. Esta ordem parcial é a inclusio,
ouseja, Y <Z &Y CZ.

Definicao 3.4.2. Seja S um conjunto parcialmente ordenado. Dizemos
que a, a € S é menor elemento de S sea < x,Vx € S. E dizemos queb € S
é maior elemento , se x < b,¥x € S. Observe que se existem um menor
ou maior elemento de um conjunto S parcialmente ordenado, estes serio
1nicos.

Definigao 3.4.3. Um elemento m de S é dito maximal se x € S e x > m,

entdo x = m.

Definicao 3.4.4. Sejam S um conjunto parcialmente ordenado e T um
subconjunto. Um majorante de T (em S) é um elemento b € S tal que
x < bVx € T. Um supremo de T em S é um majorante b tal que, se c é
outro majorante entdo b < c.

Definicdo 3.4.5. Seja S um conjunto parcialmente ordenado. Diremos
que S é totalmente ordenado se, dados, x, y € S, tivermos, necessariamente,
x<youy<x

Exemplo 3.4.2. R, conjunto dos niimeros reais, é totalmente ordenado.

Definicao 3.4.6. Diremos que S é estritamente indutivamente ordenado

se todo subconjunto ndo vazio totalmente ordenado possuir supremo.
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LEMA DE ZORN

Seja S um conjunto ndo vazio indutivamente ordenado. Entdo existe

um elemento maximal em S.

Demonstragdo: Ver LANG, Serg. Estruturas Algébricas. Tradu-
tor: Prof. Claudio R. W. Abramo. Rio de Janeiro, Ao livro técnico;
Brasilia, Instituto Nacional do Livro, 1972.

Seja V um espaco vetorial sobre um corpo K (qualquer).

Definicdo 3.4.7. Diremos que uma familia {v;}icr é linearmente inde-
pendente se sempre que tivermos uma familia {a;}ic; com a; € K, e todos
0s a; iguais a zero a menos de um niimero finito de indices i, e ainda se
Y.ic1 30; = 0, entdo todos os a; = 0.

Definicao 3.4.8. Dizemos que uma familia {v;};cr de elementos de V gera
V se todo elemento v € V pode ser escrito na forma

v = )1 40, para alguma familia {a;}ier com a; € K, onde os a; sdo iguais
a zero a menos de um niimero finito de indices.

Uma familia {v;}ic; que gera V e que é linearmente independente (LI) é

chamada uma base para V.

Teorema 3.4.9. Seja V um espago vetorial, ndo nulo, sobre o corpo K.

Entdo existe uma base para V.

Demonstragdo: Seja S o conjunto dos subconjuntos linearmente in-
dependentes de V. Entdo S é ndo-vazio, pois para todov € V, v # 0,
{v} é linearmente independente. Se B e B’ sdo elementos de S, defini-
mosB<B seBCB.O conjunto S é ,entdo, parcialmente ordenado
e indutivamente ordenado, pois se T é um subconjunto totalmente

ordenado de S,
U B

BeT

é um majorante para T em S. Aplicando o lema de Zorn, seja entdo

M um elemento maximal. Sejav € V. Como M é maximal, se v ¢ M
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o conjunto M U {v} ndo é linearmente independente. Logo, existem
elementos a, € K (w € M) e b € K, nédo todos nulos (os elementos

ndo nulos sdo uma quantidade finita) tais que

bv+Zaww:0.

weM

Se b = 0, entramos em contradigdo com o fato de que M é linearmente
independente. Assim b # 0, e

U= Z b la,w

weM

é uma combinacéo linear de elementos de M. Se v € M, entdo v é,
obviamente, uma combinacgdo linear de elementos de M. Assim, M
gera V, e é a base desejada para V.

Resultados sobre dependéncia linear em C"}(I),

I C R, intervalo aberto.

WRONSKIANO

C" D) :={f: I->R|If" V. T 5 Re fV ¢ continua em I}.

Defini¢do 3.4.10. Sejam y1(x),- -, yn(x) fungdes pertencentes a C"~1(I),
I C R, intervalo aberto .
O Wronskiano de y1(x), - - - , yn(x) é definido da sequinte maneira:

yi) o ya(x)
W00, -, yu()) = det yl:(x) yn:(x)
W@ W)

Teorema 3.4.11. Sejam y1(x), - , yu(x) fungdes pertencentes a C"~(I).
SeW(y1(xo), -+ , yu(x0)) # 0, para algum xo € 1, entdo {y1(x),--- , yu(x)}
éLlemI



92

Demonstra¢do: Ver KREIDER, Donald L.. KULLER, Robert G..
OSTBERG, Donald R.. Equagdes Diferenciais. Tradugdo: Elza F..Sao
Paulo. Edgard Bliicher. Editora: Universidade de Sao Paulo. 1972.

Teorema 3.4.12. Dadas y1(x), -+, yu(x) fungdes pertencentes a C"~'(I)
e solugdes de uma mesma equagdo diferencial ordindria linear normal de
ordem n.

Se W(y1(x),- -+, yn(x)) = 0 em I, entdo {y1(x), -, yu(x)} é LD em L

Demonstracdo: Ver KREIDER, Donald L.. KULLER, Robert G..
OSTBERG, Donald R.. Equagdes Diferenciais. Tradugdo: Elza F..Sao
Paulo. Edgard Bliicher. Editora: Universidade de Sdo Paulo. 1972.



Capitulo 4

Transformacoes Lineares

Sejam V e W espacos vetoriais sobre um mesmo corpo K, e ,

m numeros naturais.

Definicao04.0.13. Umafungio T: V — W éditalinear se satisfaz:
(1) Tw+v)=T(u)+ T(v)

N Yu,ve V,¥VA e K
(ii) T(Au) = Au

Definicao 4.0.14. Uma transformagio linear T: V — V édita

operador linear.

Definicao 4.0.15. O conjunto
L(V.W)y={T:. V — W | Télinear}éum espaco vetorial sobre K.
Notacdo: 1L(V) =1L(V, V).

Proposi¢do 4.0.16. Se T: V — W élinear entdo T(0) = 0.

Defini¢ao 4.0.17. Seja T € IL(V, W). Chamaremos de niicleo de T,

o conjunto Ker(T) = {v € V | T(v) = 0} (0 elemento neutrode W.) e de
conjunto imagem de T, o conjunto

Im(T) ={w e W | Jv eV tal queT(v) = w}.

Proposicao 4.0.18. Seja T € L(V, W).
Ker(T) é um subespago vetorial de 'V, e Im (T) é um subespago vetorial de
W.
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Proposicao 4.0.19. Seja T € IL(V, W).
T é injetiva se, e somente se, Ker(T) = {0}.

Proposicao 4.0.20. Seja T € IL(V, W).
T é injetiva se, e somente se, T leva conjunto LI em conjunto LI.

Defini¢ao 4.0.21. Sejam T, S € IL(V). Definiremos
ST(v)=SoT@)YveV.

Proposicao 4.0.22. Sejam U, T,S € IL(V).
Valem as sequintes propriedades:

1. (UT)S = U(TS).

2. U(T+S)=UT + US.

3. (T+S)U=TU + SU.

4. IT=TI=T.

5. k(TS) = (kT)S = T(kS), Vk € K.

Portanto, IL(V') é uma dlgebra sobre K.

Proposicao 4.0.23. Uma transformagdo linear T: V — W é bije-
tiva se, e somente se, existe S € L(W,V) tal queSoT =1:V =V e
ToS=1I:W->W.

Definicao 4.0.24. Uma transformagdo linear T: V. — W queé
bijetiva ¢é dita isomorfismo linear e os espagos vetoriais V , W isomorfos.
Quando V = W, a transformagdo linear T é chamada de automorfismo.

Proposicdo 4.0.25. A inversa de uma transformagio linear bijetora é
também linear.

Proposicdo 4.0.26. Sejam T: V — W linear. Se {v1,vz,-- , 0y}
é uma base de V entdo {T(v1),--- , T(v,)} gera Im(T).
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Teorema 4.0.27. (Niicleo e Imagem) Sejam V,W espagos vetoriais de
dimensdo finitae T € IL(V, W). Entdo: dim V = dim Ker(T) +dim Im(T).

Proposicdo 4.0.28. Sejam T : V — W linear e dimV = dim W < co.
As seguintes afirmagoes sio equivalentes:

(i) T é bijetiva

(ii) T é injetiva

(iii) T é sobrejetiva

Proposicao 4.0.29. Seja T € L(V,W), dimV = dimW < co. T é
bijetiva se, e somente se, T leva conjunto base em conjunto base.

Proposicdo 4.0.30. Se T :V — W élinear, dimV =n e dimW =m,
entio T(v) = Av, onde A € My;x,,(K), a matriz A é tinica a memos de
isomorfismo.

Proposicao 4.0.31. Sejam V e W espagos vetoriais tais que {vy,- -+ , 0y}
é uma base de V e {wy, - - - ,wy} vetores arbitririos em W. Entio
AT:V - W linear tal que T(v;) =w;i=1,--- ,n.

Definicdo 4.0.32. Sejam T : V — W linear, dimV =n, dim W =

=m, By =1{v1,02, - , vy} € Pw basesde V e W, respectivamente. Dizemos
que [T]g‘v/v = [ [T@)lgy | -+ | [T@d)lpy ]mxn ¢ a matriz de
T em relagio as bases fy e Pw.

Definigdo 4.0.33. Quando p e f sio basesde V e 1:V — Véa
identidade, a matriz de I em relacdo as bases p e fé chamada matriz
mudanca de base de B para B .

Notagdo: [I]g .

Proposicdo 4.0.34. Sejam V , W espagos vetoriais de dimensio finita
e T: V — W linear. Considere a,a basesdeV ep,p bases de W
entdo:

[TY = 1, - [TI5 - 1
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Representagdo grifica:

[V]e €V — [wlp eW

I I

[V]a eV e [W]ﬁ eWwW

Observacgao 4.0.35. Observe que [T]g,, e [T]Zf sio matrizes semelhantes.

Proposicao 4.0.36. SejaT € IL(V,W), dimV <ocoe dimW < co. Té
bijetiva se, e somente se, existem « e basesde V e W, respectivamente,

tal que [T]g é inversivel (ou invertivel).

Proposicao 4.0.37. Sejam V e W de dimensido n e m, respectivamente.
Entdo IL(V, W) = M,;xn(K). Em particular, dim IL(V, W) = n - m.

Proposicdo 4.0.38. Sejam A e B matrizes semelhantes, entdo posto (A) =

= posto(B).

Proposicao 4.0.39. Sejam S,T € IL(V), dimV < oco. Sejam B1, B2, B3
bases de V. Se A = [T]gj eB = [5]@2 entdo AB = [TS]gj.

Proposicao 4.0.40. V, W espacos vetoriais, sobre um mesmo corpo
K, de dimensio n e m respectivamente. Sejam T € IL(V,W), B1
base de V e P, base de W. Considere A = [T]ﬁ; € M, (K). Entdo:
dim V = posto(A) + dim(Ker(T)).

Definicido 4.0.41. V, W espacos vetoriais, sobre um mesmo corpo K,
de dimensio n e m respectivamente. Sejam T € IL(V,W), p1 base
de Ve [ base de W. Considere A = [T]g; € Myxn(K). Definimos
Nul(A) = dim(Ker(T)).
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4.1 Exercicios Resolvidos

Verifique se sio operadores lineares no espago P, (IR):
(a) T: P,(R) — P,(R) tal que F(f(t)) = tf (t), Yf(t) € Pu(R).
(b) T: P,(R) — P,(R) tal que F(f(t)) = f (t) + £2f (1), Vf(t) € Py(R).

SOLUCAO
Vamos verificar se valem as condigdes para que uma fungdo, cujo
dominio e contra-dominio sdo espagos vetoriais sobre o mesmo corpo

de escalares, seja uma transformagdo linear.

(a) Observe que o conjunto S = {1,t, t2,-.. ,#"} é uma base para
P,(R). E como dimensdo de um espacgo vetorial é um invari-
ante, ou seja , ndo depende da base escolhida, temos que a
dimensdo de P,(R) é n+1 (Ver Capitulo 2: Espagos Vetoriais
sobre K).

(b) Devemos mostrar que a fungdo T satisfaz as condi¢des para ser

uma transformacao linear.

n

Sejam f(t) = Z aitt | g(t) = Z bit' € Py(R) e k € K( corpo de
i=0 i=0
escalares). Observe que

T(f(t) =T Z aiti) = Z int™! dai,

i=0 i=1

T[Zn:(ﬂi + bi)ti) = Zn: i(a; + byt~ =

i=0 i=1

n n
Z iaitl_l + Z ibitl_l =
i=1

i=1

&) T((f + 8)(®))

n

(Y ait) + T()_ bit)) = T(f(8) + T(g(8))
i=0

i=0
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T(kf(1))

T(i(km)tf) = f(kmi)tf‘l =

=0 i=1

k(i ity = kT(i ait’) =
i=1 i=0

kT(f(1)

Como as condigdes i e ii sdo satisfeitas, podemos concluir que

T é linear.

Em vez de trabalharmos com o espago IP,, de dimensdo n + 1,
poderiamos trabalhar com o espago C*(R), de dimensdo infinita,
e ainda assim teriamos que as fung¢des dadas nos itens (a) e (b) sdo

transformagoes lineares. Vejamos a seguir:

(a) F: C*(R) — C*(R) tal que F(f(t)) = tf (t), Vf(t) € Pu(R).
Considere g, h € C*(R) e k € R constante, observemos que:

F((g + kh)(t)) = H(g + kh) (t) =
(g (1) + t(kh) (£) = tg (£) + th(h) () =
F(g(t)) + kE(h(t))

F(g(t) + Kh(t))

Logo, podemos concluir que F definida acima é uma

transformacao linear.

(b) F: C°(R) — C(R) tal que F(f(1)) = £ (1) + (1), Y F(HC™(R)
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Considere g, h € C*(R) e k € R constante, observemos que:

F((g + kh)(t)) = t(g + kh) () =

= (g+kh) () +t2(g +kh)"(t) =

= gt + (kh) (t) + £2¢ ()P (k)" () =

= O +kMh) (t) + 28 (t) + k()" () =
= g+ (1) + k() (t) + k()" (t) =
= F(g(t)) + kE(h(t))

F(g(t) + Kh(t))

Logo, podemos concluir que F definida acima é uma
transformagdo linear. ®

Seja u = (x,y,z,t) um vetor genérico do R*. Quais das
aplicagdes abaixo definidas sdo aplicagoes lineares do R*?

(@) F(u) = u +(1,0,1,0);

(b) F(u) = (1,0,1,1);

() Fu)=(x,y—z y+zx+1)
(d) F(u) = (cosx, , 2, t).

SOLUCAO

(@) F(u) = u+(1,0,1,0). Observe que tal funcdo ndo poderia ser

linear, pois
F((0,0,0,0)) =(0,0,0,0) +(1,0,1,0) = (1,0,1,0) # (0,0,0,0).

Observe ainda que F, como definida acima, ndo satisfaz ne-
nhuma das duas condi¢des para que uma fungio cujos dominios

e contra-dominios sdo espagos vetoriais sobre o mesmo corpo
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de escalares, seja linear.

(b) F(u) = (1,0,1,1). Observe que tal fun¢do ndo poderia ser linear,
pois F((0,0,0,0)) = (1,0,1,1) # (0,0,0,0).
Observe ainda que F, como definida acima, é tal que
F(ku) = (1,0,1,1) # ku, Yk € (R—{1}) ou Yu € (R*-(1,0,1,1)).

() F(u) = (x, y—z, y+z,x+t). Sejamu = (x,y,z,t),ev = (x1, Y1, 21, W1).
Entdou+v=(x+x1,y+y1,z+2z1,t+1t1)

F é linear, pois

() Fu+v) = Fx+x,y+y,z+z,t+t)=
= (x+x,+y) - GE+a) (y+y) + E+2),
(x+x1) + (t+ 1)) =
= y-zy+zx+t)+
+(x1, 1 — 21, y1 + 21, x1 + t1) = F(u) + F()
(i) Flu) = F((x,,2,8) = (kx, k(y — 2), k(y + 2), k(x + 1)) =

k(x,y —z,y+2z x+1t) = kF(u)

(d) F(u) = (cosx, y,z,t). F ndo é linear, pois a fungdo cosseno nao é

uma transformacdo linear de Rem R. m

E posstvel existir uma transformacdo linear injetora
T : R® — RR?? Por que?

SOLUCAO
Nao é possivel existir uma transformacao linear injetora
T : R> — R2. Pelo Teorema do Ntcleo e da Imagem temos que
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dim(R%) = dim(Nuc(T)) + dim(Im(T)) < dim(Nuc(T)) + 2, portanto
3 < 2 +dim(Nuc(T)) & dim(Nuc(T)) > 1, ou seja, T ndo pode ser

injetiva. m

Mais geralmente: Seja T : R"*! — R", T transformacéo linear

onden > 1,n € N. T ndo pode ser injetora.

E possivel existir uma transformagdo linear sobrejetora
T : R? — R3? Por que?

SOLUCAO
Nao é possivel existir uma uma transformacao linear sobrejetora
T : R> — R3. Pelo Teorema do Nicleo e da Imagem temos que
dim(R?) = dim(Nuc(T)) + dim(Im(T)), portanto dim(Im(T)) < 2,
ou seja, T ndo é pode ser sobrejetora ja que a dimensdo do espago
contra-dominio é 3, Im(T) ¢ R>. m

Observagao 4.1.1. Mais geralmente: Seja T : R" — R, T
transformagdo linear onde n > 1,n € IN. T ndo pode ser sobrejetora.
Observe que estamos trabalhando com espagos vetoriais de dimensdo finita.
O Teorema do Niicleo e da Imagem ndo é necessariamente vdlido para
transformagdes cujos dominios sejam espagos vetoriais de dimensdo infinita.
Ver Apéndice I.

Seja T : R? — R? transformagdo linear. Mostre que se

T ndo é sobrejetora, entio T ndo é injetora.

SOLUCAO
Basta aplicarmos o Teorema do Ntcleo de da Imagem, se T nédo é
sobrejetiva,
T : R? — RR? temos dimIm(T) < 2 & dimNuc(T) > 0 (pois
dim Nuc(T) = 2—dim(Im(T)), pelo Teorema do Ntcleo e da Imagem),

ou seja, T ndo é injetiva. m
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Observacdo 4.1.2. Mais geralmente: SejaT : R" — R", n > 1,n € N,
T transformacdo linear. T ndo é sobrejetora < T ndo é injetora. Vale
o resultado mais geral: Todo operador linear, entre espacos de di-
mensdo finita, é injetivo se, e somente se, é sobrejetivo. Dai, um
operador linear injetivo é sobrejetivo e vice-versa e, portanto, é um

automorfismo. Isto é uma conseqiiéncia do Teorema do Niicleo e da

Imagem.
Seja IP3 = conjunto dos polindmios com grau menor ou
iguala 3, e
T: P3s — IP3

f —  f'(derivada)
(a) Mostre que IP3 é um espago vetorial de dimensio 4.
(b) Mostre que T é uma transformacdo linear.

(c) Determine Ker(T) e Im(T) e encontre uma base para cada um destes

subespagos vetoriais.
SOLUCAO

(a) Observe que o conjunto § = {1,t, t2, 13} é uma base para P3. E
como dimensdo de um espago vetorial é um invariante, ou seja
, ndo depende da base escolhida, temos que a dimensdo de IP3

é 4 (Ver a Lista de Exercicios : Espacos Vetoriais sobre R ou C).

(b) Devemos mostrar que a funcéo T satisfaz as condicdes para ser

uma transformacdo linear.
3. 3.

Sejam f(t) = ait' , g(t) = Zbit’ € P3 e k € K( corpo de
i=0 i=0
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3
escalares). Observe que T(f(t)) = T( aiti) = Z init™!, dai

3
i=0

(&) T((f + 8)(#)

Il
Iﬂ
—_——
-
—
2
+
Sy
~
.
N ——
I
01
-
—~
)
+
Ny
N
AR
—
I

= T(Zg" aiti) + T[g biti) =

i=0
= T(f() + T(g(®)
3 3 3
(i) T(f () = T( <kai>ti]=Z<kiai>tf-1 k() iait ) =
i=0 i=1 i1
3
= kT[Zaiti):kT(f(t))
=0

Como as condigdes i e ii sdo satisfeitas, podemos concluir que

T é linear.

(©)

Ker(T) = Nuc(T) {f € P tal que f () = 0} =

f6) =

3
at,a; €K, | Z it =0) =
i=1

w ||'Mm
o

fO) =Y ait' | a;=0,i=1,...,3) =

{f(t) = ao; ap € K}.

Il
o

Im(T) = {g € P3| f € P3tal que f’(t) = g(t)} = P. De fato,
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3
a;t' € IP, considere f(t) = Z(gl—_l)ti +k,

2
para Vg(t) = .
i=0 o !

2
k (constante) € K. Observe que f (f) = Z at' = g(t). m
i=0

Considere a transformagdo linear

T: R —» R dadapor T(x,y,z)=(zx-y, —2).
(a) Determine uma base do nticleo de T.
(b) Dé a dimensdo da imagem de T.
(c) T é sobrejetora? Justifique.
(d) Faca um esbogo de KerT e ImT.
SOLUCAO

(a) Ker(T) = {v = (x,y,2) € R¥ | T(v) = (0,0,0)}, ou seja,
Ker(T) = {v € R®| (z,x — y,—z) = (0,0,0)}, portanto
veEKer(T) ©®v=(x,y,z), ondex=yez=0,
ouseja, v € Ker(T) © v = (x,x,0). Logo Ker(T) =[(1,1,0)].

(b) Pelo Teorema do Nticleo e da Imagem, temos que dim(R%) =
= dim(Ker(T)) + dim(Im(T)), portanto 3 = 1 + dim(Im(T)) =
= dim(Im(T)) = 2.

(c) T ndo é sobrejetora, pois a dimensao do espago contra-dominio
é 3 (= dim(R%)) e dim(Im(T)) = 2, ou seja, Im(T) € R3.

(d) v € Ker(T) © v = (x,x,0), ou seja, Ker(T) = [(1,1,0)]. Portanto,

Ker(T) = {(xo, yo,20) € R® | (X0, yo,20) = - (1,1,0) algum ¢ € R},



Secdo 2 Exercicios Resolvidos 105

ou seia, Ker(T) é a reta, contida em R?, que passa pela origem e

Im(T) = {w € R3 | Jv € R3 tal que T(v) = w)}.
Observemos que pela expressdo de T,

T(x,y,z) = (Z,X - y/_z) =z (1/01_1) + (X - y) : (0/1/0)
portanto, Im(T) = [(1,0,-1),(0,1,0)]. Observemos também que

{(1,0,-1),(0,1,0)} é L.I(linearmente independente).

Im(T) é o plano que passa pelos pontos (0,0, 0) (origem),
(1,0,-1)e(0,1,0).

Esbocgo de Im(T):
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&7
%
=2 p
_BH‘F:TT‘,-..,__. n A -8
M""‘-} e
A = %
& (5]
-
8 [ ]

Seja T : E — E um operador linear. Prove que T? =0
se, e somente se, Im(T) € Nuc(T).

SOLUCAO
Yo € E, T(T(v)) = T?>(v) =0 & T(v) € Nuc(T),Yv € E & Im(T) C
C Nuc(T). m

Tome em P3(IR) as bases p = {1, ¢, 2, Ple
B ={1, 1+t, t+12, 2 +3}. Calcule as matrizes [D]ﬁ,, D), [D]g,, onde
D : P3(R) — IP3(IR) é o operador derivagio.

SOLUCAO

(i) Observemos que:
DA1)=0=0-1+0-(1+8+0-(t+£)+0- (£ +);
D)=1=1-1+0-(1+H+0-(t+2)+0 (P +8);
D(t?)=2t=-2-1+2-(1+8)+0-(t+)+0- (> + £);
D@#)=32=3-1-3-1+H)+3-(t+)+0- (2 + 1)
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01 -2 3
f |0 0 2 -3
ai [D], =
[]ﬁ 00 0 3
00 0 O

(if) Observemos que:
D1)=0=0-1+0-()+0-(?)+0-(F);
DA+t)=1=1-14+0-()+0-({t>) +0-(£);
Dt+t)=1+2t=1-142-(H)+0-()+0-(#);

(#

D+ ) =2t+32=0-1+2-()+3-(t?) +0- ()
0110
g 0022
ai [D], =
Pl =150 0 3
0000

(iif) Observemos que:
D) =0=0-1+0-1+8)+0-(t+t3)+0-(* +8);
DA+t =1=1-1+0-1+)+0-(t+12)+0- (> +1);
Dt+t)=1+2t==1-1+2-1+t)+0-(t+t2)+0- (> +);
(#

D +£)=2t+32=1-1-1-1+H+3-(t+)+0- (P + )
01 -1 1
o0 2 -1
dai [DY, = n
p 00 0 3
00 0
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Seja V o espago vetorial de matrizes 2 X 2 com base candnica

S F A A ]

.
g )z(a+d,b+c).
c d|

(a)SeT: V—>]R2édadaporT[

Ache [T]ﬁ onde a é a base candnica do R

2 1
(h) SeS:R2 > Ve[St = !
Fol-1 0
0 1
10
Ache S e, se for possivel, (a, b) tal que S(a,b):[o . ]
SOLUCAO
(a)
10 01
T = ]_,0 T = 0,1
0 0 (1,0) 0 0 0, 1)
[0 0] [0 0]
T =0,1) T =(1,0
1o ©,1) 0 1 (1,0)

1 001
Portanto [T]g =
0110

(b)
1 2x+y

1 -1 —
[S(x, )] = -[x]: ey
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Dai,
Sy = (2x+y)[ gl+(x_y)[g H_x[(l) glJr
00]_
Mo 1]~
_ 2X+y xX—y
= L )

10
Ndo é possivel obter (a,b) tal que S(a,b) = [ l,

01
pois
2a+b=1
2a+b a-b 10 a-b=0
= &
—a b 0 1 —a=0
b=1.

Observe que este sistema é impossivel. ®

Ache a transformagio linear T : R® — R? tal que
T(1,0,0) = (2,0), T(0,1,0) = (1,1) e T(0,0,1) = (0,~1). Encontre
v € R? tal que T(v) = (3,2).

SOLUCAO
Considere § = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}, a« = {(1,0),(0,1)} as bases
candnicas de R3 e R?, respectivamente

A representagdo matricial de T em relagdo as bases candnicas é:

B _
TV =
[T], 001 -1

2 1 ol
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Portanto,

X
sejav € R3; =y
z

2x+y
y—z

21 0
[T(X, Yy, Z)](X = [ ] :

01 -1

N R

Ouseja, T(x,y,2) = (2x+y) - (1,0) + (y—2) - (0,1) = 2x + y, y — 2).

Considere g = {(1,0,0),(0,1,0), (0,0, 1)}, a base canonica do R3,
X
esgjalvlg=|y |/
z
Pelo item a) temos que T(x,y,z) = 2x + y,y — z) = (3,2). Portanto,
2x+y =3

y—-z=2
étalque T(v) =(3,2) m

,ouseja, v = (3—Ty’ Y,y —2). Em particular, v = (%, 0,-2)

Sejﬂm a = {(1/ _1)/ (0/ 2)} e ﬁ = {(1/ 0/ _1)/ (0/ l/ 2)/
(1,2,0)} bases de R? e R3, respectivamente e

1 0
=1 1
0 -1

(a) Ache T.

(b) Se S(x,y) = 2y, x — y,x), ache [S]Zf.
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10
(c) Ache uma base y de R® tal que [T]; = | 0 0
01

SOLUCAO
10
(a) Considere [I]5" = [ 11 l a matriz mudanga da base candnica
2 2

do R? para a base a,

1
el =| o
-1
canonica doR3 .

a matriz mudanga da base § para a base

N —, O©
o N =

A matriz que representa a transformacado T em relacdo as bases
canonicas do R? e R? pode ser obtida pelo seguinte produto

matricial:

[TI = [y, - [TIS - (115" =

1 01 1 0
1 0
= 0 1 2{]1 1 [l l}:
| -1 2 0] [0 -1 22
[ 1 -1
2 72
- |1 2
2 72
| 2 1
Portanto,
1 -1 v
2 2| [« 2
[T(x/y)]can: % _71 [y}: Ty ’
2 1 2x+y

ou seja,
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T(x,y) = (5%) - (1,0,0) + (52) - (0,1,0) + 2x + 1) - 0,0,1) &

X — X —
& Ty = (=2, =7

) ,2x + )

0 2
(b) Como S(x,y) = Qy,x —y,x), entdo [S]%n =| 1 -1

can —
1 0
A representacdo matricial da transformacdo linear S em

relacdo as bases « e 5 pode ser obtida pelo seguinte
produto matricial:

ST = U™ K - U =
i -1
1 01 0 2 -1
10
= 0 1 2 T =111, ;4 =
| -1 2 0 1 0 22
4 =2 1
5 3 3 | |0 2 1 0
= |2 2 2 1 -1 =
3 3 3 [_1 2:|
-1 2 -1 1 0
3 3 3
[ =11 20
3 3
- | = 1
3 3
5 =8
3 3
=11 20
3 3
Portanto, [S]g = ‘74 %
3 =8
3 3

1
0 |e[T(0,2)], =
0

temos que [T(1,-1)], =

_ o O

112
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portanto, T(1,-1) =1-v1+0- -2 +0-v3 =01 €

T0,2) =0-v1+0-v +1-v3 = v3. Usando o item a) temos
T1,-1) = (1,1,1) e T(0,2) = (-1,-1,2). Logo (1,1,1) = v;
e (-1,-1,2) = v3 sdo dois vetores que compdem tal base e,
portanto, basta escolhermos v, ¢ [(1,1,1), (-1, -1, 2)].

Outra maneira: Seja {v; = (x, y;,zi)},i = 1,2,3 a base y, con-

sidere a matriz mudanga da base y para a base canoénica do

]R3
X1 X2 X3
Yy _
[I]can =l Y2 Y3
Z1 23 Z3

[TI = (L, - [T 11" =

X1 X2 X3 1 0
1 0
= |y y2 3|00, 1 |=
| 21 22 Z3 01 2 2
[ 1 1
X1+ 3X3 35X3
— 1 1
= | ity gls
1 1
| Z1+ 523 323
r 1 -1 1 1
5 3 X1+§X3 5X3
< 1 - — 1 1
Dai, | 3 7 |=| y1+2ys 2¥s
| 2 1 zl+%23 %23

Logo, (1,1,1) = v1, (-=1,-1,2) = v3 e podemos escolher como
vy qualquer vetor em (IR3 -[(1,1,1),(-1,-1, 2)]). []
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Seja T : R?> — IR? uma reflexio através da reta y = 3x.

y= 8% y = (173

(a) Encontre T(x, y). 2]
(b) Encontre uma base a de R?, tal que 1
1 0 ,'a"",'z""31"’"“:""'1"”5""'3
T)® = i
=1y 4 }
SOLUCAO

(a) Considere no plano asretas s : y = —txer: y = 3x. Observe que
sLr.

Considere também v; = (1, 3) vetor dire¢do da retar, e

vy = (—3,1), vetor diregédo da reta s.

Observe que {v1,v2} é LI, pois sdo vetores ortogonais (sL7) e,

portanto, f = {v1, v} forma uma base para o R2.

T(1,3) = (1,3), pois T é uma reflexdo e, portanto, T preserva
veR? 0| (1,3). T(-3,1) = —(-3,1).
Logo, a representagdo matricial da transformagdo acima em

< s _ 6 |1 O
relacdo a base g = {(1,3),(-3,1)} é: [T]ﬁ = [ 0 _1 ]

Vamos determinar a representa¢do matricial da
transformacgédo T, definida acima, em relacdo a base candnica.

can — ﬁ ﬁ can __

[T]c(,m - [I]can : [T]ﬁ : [I]ﬁ -
1t =81 0] & 5|
31 0 -1 2 L

Portanto [T(x, y)]can = [

il Gl
—_—

e G| L
Gl GIlw



Secdo 2 Exercicios Resolvidos 115

(b) Podemos considerar & um conjunto qualquer {w;, w>} onde
wr || (1,3) ewy || (=3, 1). Em particular, poderiamos considerar
a ={(1,3),(=3,1)}.

o T(v1) = v

Seja T : R® — R3 onde T(v) é a projecio do vetor no plano 3x + 2y +z = 0.
(a) Encontre T(x, y, z).

(b) Encontre uma base ordenada B de R3, tal que

10 0

[T]f;: 00 0
00 1

SOLUCAO

(a) Considere IT = {v = (x,y,z) € R® | 3x + 2y + z = 0}, portanto,
v=(x,y,-3x-2y) =x(1,0,-3) + y(0,1,-2), dai Il =
=[(1,0,-3),(0,1,-2)]. Observe que o vetor (3,2, 1) é paralelo a
nr1, a normal do plano IT.
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O conjunto f = {(1,0,-3),(3,2,1),(0,1,-2)} forma uma base
parao R3eétal queT(1,0,-3)=(1,0,-3),7(0,1,-2) = (0,1,-2),
pois T(v) =v,Yv € I1eT(3,2,1) = (0,0,0), pois (3,2,1) || ny.

A representacdo matricial da transformagdo T em relagdo a base

é dada por:

p P
100

[T]ﬁ =0 0 0 |.Vamos determinar a representacdo matri-
0 01

cial da transformacdo T, definida acima, em relagdo a base

canOnica.

[Tl = M- T " =

can .
1 -3 -3
1 3 0 1 00 U 7 T
— 3 1 1 |-
= 0 2 1 (-0 00 2 5 1 |=
-3 5 -1
-3 1 -2 0 01 = 3 =
1l 3 =3
4 7 T4
= = 3 =
- 7 7 7
S 4 B
4 7 14
1 =3 -3
7 ™ *
Portanto, [T(x, y,z)]cn = ‘73 % ‘71 y
S 4 I3 7
4 7 14

(b) Como T(v) = v,Vv € Il e T(w) = 0,Yw || (3,2,1) podemos
considerar = {v1,v3,v3}, onde vy, v3 € I, tal que {v1, v3} seja
LI(linearmente independente) e v, || (3,2,1). Em particular,
poderiamos tomar = {(1,0,-3),(3,2,1),(0,1,-2)}. m



Secdo 2 Exercicios Resolvidos 117

Seja L : R® — R® onde L é a reflexdo através do plano
3x+2y+z=0.

(a) Encontre L(x, y, z).

(b) Encontre uma base ordenada y de R3, tal que

10 0

[Th,={0 1 0
00 -1

SOLUCAO

(a) Considere IT = {v = (x,y,z) € R® | 3x + 2y + z = 0}, portanto,
v =(x,y,-3x - 2y) = x(1,0,-3) + (0,1, -2), dai
IT=1(1,0,-3),(0,1,-2)]. Observe que o vetor (3, 2, 1) é
paralelo a ny, a normal do plano I'l. O conjunto
g =1(1,0,-3),(0,1,-2),(3,2,1)} forma uma base para o R> e é
tal que T(1,0,-3) = (1,0,-3), T(0,1,-2) = (0,1, -2) pois T(v) =
v,VoelleT(3,2,1) =-(3,2,1), pois (3,2,1) || n.

A representacdo matricial da transformagado T em relagdo a base
p é dada por:

1
T =1 0
0

Vamos determinar a representagdo matricial da transformacao
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T, definida acima, em relacdo a base canonica.

[Tl = U [TT; - 1" =

e =
[ 5 =3 =3
1 0 3][10 0 £ 2 3
— =3 5 =1 —
=0 1 2|01 0|2 § #|=
3 1 1
|3 2 1]|0o0 -1 |& I &

|
N N Nl
NTENNURNIEN

2 -6 -3

7V 77 X
_| = -2

Portanto, [T(x, y,z)]cn = 76 % = y
3 -2 6

7 7 7 z

(b) Como T(v) = v,Vv € Il e T(w) = 0,Yw || (3,2,1) podemos
considerar y = {v1,v;,v3}, onde vy, v, € I, tal que {v1, v2} seja
L.I.(linearmente independente) e v3 || (3,2,1). Em particular,
poderiamos tomar y = {(1,0,-3),(0,1,-2),(3,2,1)}. =

Seja T € L(V). Separaalgum ag # 0, tem-se apl +a1T+---+a, T" =0,
prove que o operador T é invertivel.
SOLUCAO
De fato,
aol + T+ +a,T"=0

o —aol(©) = (T + -+ a, T") (v),Yo e V

e Iv)y=To (—a1 +. 4 ﬂT’“‘l)(v),VU eV
ago ago

& I(v) = (—_041 ot ﬂT’”‘l)o T@),YoeV. =
ao ao
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Dadas as transformagoes lineares T : E — F, S : F = G, com dimE < oo
dimF < oo e dimG < oo, assinale V (verdadeiro) ou F (falso) nas
seguintes implicagoes:

(a) () ST é sobrejetiva = S é sobrejetiva.
(b) () ST é sobrejetiva = T é sobrejetiva.
(c) () ST é injetiva = S é injetiva.
(d) () ST é injetiva = T é injetiva.
Prove ainda que se E = F = G, entdo as quatro implicagdes sdo
verdadeiras.
SOLUCAO
(@) (V) ST é sobrejetiva = S é sobrejetiva.
Demonstracdo: De fato, Yw € G, Jv € E tal que
ST(v) =w = Yw € G,AT(v) € F tal que S(T(v)) = w.
(b) (F) ST é sobrejetiva = T é sobrejetiva.

Contra-exemplo: Considere
D : Pp(R) » Py(RR) e 5: Py(R) » Ppi1(R)
p() - p'(x) P = [p)
Observe que o DS =1 : P,(R) — IP,(R) é o operador identi-
dade, mas S ndo é sobrejetiva.
(c) (F) ST é injetiva = S éinjetiva.

Contra-exemplo: Considere
D : P,41(R) = P,(R) o $:Py(R) - P,y1(R)
PE) =P (%) pe) = [p)

Observe que o DS =1 : P,(R) — IP,(R) é o operador identi-
dade, mas D néo é injetiva.
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(d) (V) ST é injetiva = T é injetiva. Demonstracdo: De fato,
sejam u,v € E, talque T(u) = T(v) = S(T'(v)) = S(T(w)) =

v = w, pois ST é injetiva.

[N

Se supusermos que E = F = G, entdo BA é injetiva = A
injetiva = B € injetiva.
BA sobrejetiva & BA € injetiva = A é injetiva © A

[N

sobrejetiva.
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4.2 Exercicios Propostos
1. Considere a matriz da transformacéo linear T dada por:

1 2 3 4 5
-1 -1 -4 -3 -6
1 4 1 6 5
-1 1 -6 -1 -4

(a) Qual a nulidade de T?
(b) Determine uma base para o ntcleo de T.
(c) Qual a dimensdo da imagem de T?
(d) Determine uma base para a imagem de T.
2. Seja T uma transformagdo em R%: T(x,y) = (kx,x +v), k€ R,
(a) prove que T é linear;

(b) determine k de modo que a transformagdo T seja inversivel e,

para cada um desses valores, obtenha a transformacao inversa
-1.
T
(c) considere k = 0. Determine a dimens&o e uma base do ntcleo de

T.

3. Seja T uma transformacdo linear em R3, onde
T(1,0,0) = (10,3,-1), T(0,1,0) = (5,3,—4) e T(0,0,1) = (4,6,-10),
determine T(v) onde v = (9, —4,9).

4. Considere o espaco vetorial real M,(R) das matrizes quadradas
de ordem 2. Seja T uma transformagao definida em M>(RR) :
T(A) = A-Al, YA € Ma(R),

(a) mostre que T é uma transformacao linear;



Secdo 3 Exercicios Propostos 122

(b) determine o ntcleo de T, a sua dimens&o e uma base;

(c) determine a matriz que representa a transformagdo linear T,

supondo fixada a base can6nica no espago M>(IR).

5. Seja P»(IR) o espaco vetorial dos polindmios de coeficientes reais de
grau menor ou igual 2, considere a transformagdo linear T, de P>(IR)
em si mesmo, definida por T[p(x)] = p(x + 1) — p(x), Vp(x) € P2(R),

(a) indique, justificando, uma base para a imagem de T;

(b) determine o ntcleo da transformacao linear T, a sua dimensao

e uma base.

6. Seja T uma transformagdo linear do espago dos polindmios reais
de grau menor ou igual a 2, P>(IR), na varidvel x, em si préprio,

definida por:
T(1) =1+x T(x) =3 —x% T(x*) = 4 + 2x - 32

(a) calcule T(2 — 2x + 3x?);
(b) a transformagdo T tem inversa? Justifique.

7. Seja T uma transformacéo linear em IR*> dada por
T(x,y,2z) =(z,x—y,~2),

(a) indique o nucleo de T, a sua dimensao e uma base;
(b) determine a dimensdo da imagem de T;
(c) T é sobrejetora? Justifique.

8. Seja T : R? — R? a transformagdo linear que consiste da composi-
cdo de duas transformagoes lineares em R? : a rotagao de angulo 6

seguida da reflexdo na reta y = —x. Qual a matriz de 17
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9. Seja M>(IR) o espaco das matrizes 2 X 2 de elementos reais e
considere a transformagdo linear R : M>(IR) — M>(IR) definida por:

i

(@) Determine a matriz A que representa R em relagdo a base

c d 4b -3¢ 4a-3d

a b ]]_{3a+4d 3b+4c}

candnica de Mp(RR). Verifique que é valida a relagdo A% = 25],

onde [ é a matriz identidade.
(b) Mostre que R é inversivel e determine a sua inversa.

(c) Resolva a equagdo linear

1 2
R(X):[—z —1]

10. Sendo T'(x, y, z) = (x+2y—z, —y, x+7z) a férmula da transformacdo
linear T : R® — IR3 e B a base candnica, sendo B’ a base de R :

B’ ={(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)}

a) represente T na base B;
b) represente T na base B’ utilizando a matriz calculada em a);
¢) obtenha uma férmula para a inversa de T;

d) represente T~! na base B’.

11.(a) Verifique se a fungdo T : R? — R?, T(x,y) = (x — 10y,5y) é

linear.

(b) Considere a fungéo linear T : R® — R? tal que
T(x,y,z) = (x —z,2y + 3z). Ache o ntcleo de T e diga se o vetor
(2,-3,2) pertence ao N(T).
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(c) Determine a funcdo linear F : R?> — RR® tal que F(1,0) = (1,2,3) e
F(2,-1)=(0,1,2).

(d) Determine a matriz da fungdo que executa em R? uma rotacio
de 90° em torno do ponto A(0, 0), seguida de uma dilatagdo de
fator 3.

12. Se os vetores vy,---,v,; € V geram um subespago vetorial de
dimensdo 7, prove que o conjunto dos vetores (x1,---,x;) € R"
tais que x101 + -+ + XU, = 0 é um subespacgo vetorial de R com
dimensdo m —r.

Dica: Considere a transformacéo linear

(1, ,Xm) = X101+ +x,0,, de R™ em V e aplique o Teorema
do Ntcleo e da Imagem.

13. Sem fazer hipéteses sobre as dimensdes dos espagos vetoriais,
sobre um mesmo corpo K, E e F,sejamT:E —>F e

S : F — E transformacdes lineares. Se TS é invertivel, prove que T
é sobrejetiva e S éinjetiva. Se TS e ST sdo invertiveis, prove que T
e S sdo invertiveis. Dica: Use a defini¢do de transformacao bijetiva

(invertivel) e o exercicio 17.
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4.3 Apéndice

Algumas consideragdes:

Teorema 4.3.1. NUCLEO E IMAGEM
Sejam E, F espagos vetoriais de dimensdo finita. Para toda transformagio
linear

T : E — F tem-se dim(E) = dim(Ker(T)) + dim(Im(T)).

Demonstragio: Ver HOFFMAN, Kenneth & KUNZE, Ray. Algebra
Linear. Editora Poligono: Sdo Paulo. 1971.

Coroldrio 4.3.2. Sejam E, F espagos vetoriais, dim E = dim F = n. Uma
transformagdo linear T : E — F é injetiva se, e somente se, é sobrejetiva e
portanto é um isomorfismo.

Demonstragio: Ver HOFFMAN, Kenneth & KUNZE, Ray. Algebra
Linear. Editora Poligono: Sdo Paulo. 1971..

O coroldrio acima ndo é necessariamente valido num espaco

vetorial de dimensao infinita.

Vejamos os seguintes exemplos:

1. Seja T : R* — IR™ definida por:
T(x1,x2,x3,--+) = (0,x1,%2,x3,--+). T é um operador linear in-
jetivo que ndo é sobrejetivo, observe que as seqiiéncias
(k,0,0,0,---) ¢ Im(T),Vk € (R — {0}).

2. SejaT : R* — R* definida por: T(x1, x2,x3,--+) = (X2, X3, X4, ).
T é um operador linear sobrejetivo que néo é injetivo, observe
queT(x1,0,0,0,---) =(0,0,0,0,---)e, portanto, (x1,0,0,0,---) €
€ Nuc(T),¥x1 € R.

Proposicdo 4.3.3. Seja T € IL(V), dimV = n(< o). SedS e (V) tal
que SoT =1, entdo T é inverstvel e S = T~".
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Demonstragdo: Ver LIMA, Elon Lages. Algebra Linear. Colegiio Matemitica
Universitiria. Rio de Janeiro: IMPA, 1996.

Observacao4.34.Se T: V. —» W e S: W — V sdofungoes
quaisquer e So T =1, entdo T é injetiva e S é sobrejetiva.

A proposi¢do acima ndo é necessariamente valida num espago
vetorial de dimensao infinita.

Vejamos o seguinte exemplo:

1. Considere
T: Rlx] — R[x] S: Rlx] — R[x]

0 - [p@de  pe) > P
Observemos que S o T(p(x)) = p(x),
contudo T o S(p(x)) = p(x) + C, C constante real (Ver
Teorema Fundamental do Célculo).

OPERADORES NILPOTENTES

Definicdo 4.3.5. T € IL(V) é dito operador nilpotente se Ik € IN
tal que T* = 0.

Definicao 4.3.6. T € IL(V) é dito operador nilpotente de indice k se
TF=0, T #0.

1. Considere T € IL(V) e suponha que exista v € V tal que
Tk(v) = 0, T*'(v) # 0. Entéo:

@) S={v,To, T?v,--- , T} éLI;
Demonstra¢ao: Observemos primeiramente que v # 0. Se
k =2temos: T(ayv+a1T(v)) =0= ayT(®) =0=>4a9=0=
= 1T(v) = 0 = a1 = 0. Portanto, para k = 2 temos que
{v, Tv} é LI
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Como T tem indice k, Vj,1 < j < k, T/ terd indice k — j.
k
Sejam ag, - - - , ax tal que alTk (v)=0

i=

k
a; T () =0 = TF! [Z v)] 0=

e

-1

Il
o

i
=0T ') =0=2a=0= ZalTk loy=0=

k-1

= Tk‘z[ZaiTk(v)] =0=>5n=0=>-=
i=1

k-1

k-1
= (Z 2;T*()) = 0 = T+ [Z giTk(’())] 0=
i=j i=j
2;=0= =517 () =0 = g =0.
Logo, S ={v, Ty, T2p,--- , T 1o} é LL
(b) O subespaco W gerado por S é tal que T(W) E W.
Demonstracio: Como S = {v,Tv, T?v,---, T19) é LI,
basta observarmos que:
T(T'(v)) = T (v) e W,¥i=0,--- ,k—1.

(c) A restricdo de T ao subespago W é nilpotente.
Demonstragao: Como o conjunto S é uma base para W =
[S] e T(W) E W, a matriz que representa a transformacao
T |w: W — W em relagado a base S é:

o o0 o0 ---0
1 0 0 0
[T={0 1 0 - 0
0 0 1 0

Observe que: ([T]2)* = 0
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Observacao 4.3.7. Com o argumento exposto acima, podemos concluir
que:
Se dimV =n entdo T é nilpotente de indice n se, e somente se, existe
uma base de V na qual a matriz de T é:

[0 0 0 --- 0]
1 0 0 --- 0
1 0 --- 0
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4.4 Diagonalizacao
K corpo.

Definicado 4.4.1. Sejam T € IL(V) e V espago vetorial sobre o corpo K, de
dimensdo n. Dizemos que A € KK é um autovalor de T se existe v € (V' \ {0})
tal que T(v) = Av. Neste caso, dizemos que v é um autovalor de T associado
aA.

Definicao 4.4.2. Sejam T € IL(V), p ={v1,- -, ol e a = {ay, -+, ap}
bases de V, observemos que det([T]g —xI,) = det([T]5 — xI,,). Definimos
pr(x) = det([T]g — xI,) como o polindmio caracteristico de T. As raizes

deste polindmio sdo os autovalores de T.

Observacao 4.4.3. A definicdo de polindmio caracteristico independe da
matriz da transformagdo do operador T, ou seja, nio depende da base esco-
lhida para o espago vetorial V.

Teorema 4.4.4. Autovetores associados a autovalores distintos sio LI.

Proposigao 4.4.5. Sejam T € I(V), dimV = n ,B e f basesde V.

Quando A é autovalor de T, o conjunto Ker([T]g — Al,) é um subespago

’

vetorial de V e é isomorfo Ker([T]g , — ALy).

Defini¢ao 4.4.6. Sejam T € IL(V), dimV = nefuma base de V. Quando
A é autovalor de T, o conjunto Ker([T]g — Aly) é chamado de autoespago
associado a A.

Notagio: E, = Ker(T — AlL,).

Definicao 4.4.7. Sejam V espago vetorial sobre F, T : V — V (operador
linear) e W C 'V, subespago de V.  Dizemos que W é T invariante se
T(W)cW.

Proposicao 4.4.8. Sejam T € IL(V), dimV =ne p uma base de V. Seja
A autovalor de T, |E, = Ker([T]g — Al,) é um subespago T-invariante .
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Definicdo 4.4.9. Seja T € L(V),dimV = n. O operador T é dito
diagonalizdvel se existe uma base de V formada por autovetores de T.

Proposicao 4.4.10. Seja T € IL(V), dimV = n < oco. Existe um tinico
polindmio monico de menor grau com coeficientes em K, mr(x), tal que

m7(T) = 0. Este polindmio é chamado de polindmio minimal de T.

Teorema 4.4.11. (Cayley - Hamilton) Seja pr(x) o polindmio caracteristico
de T € I(V), onde dimV = n < co. Entdo pr(T) = 0, ou seja, T anula

seu polindmio caracteristico.

Proposicdo 4.4.12. K[x] dominio de fatoragdo tinica. Seja T € IL(V),
dimV = n. O polinomio minimal de T divide em K[x] o polinémio
caracteristico de T, ou seja, mr(x) | pr(x). Mais ainda, se A é autovalor de

T, entdo mr(A) = 0, ou seja, mr(A) tem os mesmos fatores irredutiveis
que pr(x) .

Proposicao 4.4.13. K[x] dominio de fatoragio tinica. Seja T € IL(V),
dimV = n. T é diagonalizdvel se, e somente se, mr(x) é um produto de
polindmios lineares distintos em K[x].
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4.4.1 Exercicios Resolvidos
Se A satisfaz a equagdo x* — 5x — 2 = 0, mostre que:
(@) A7t = &30
(b) A* = 145A + 541
(c) A° =779A + 2901
SOLUCAO

(a) Temos que:

A2 -B5A-21=0 (A-5)A=A(A-5])=2] &

A — 5] A — 5]
( ) :I,ouseja,A_1 = ( > ).

A=A
2

<

(A - 5I)
2

(b)A2=5A+2=0=

A4

(5A + 2I)(5A +2I) =
25A2% + 20A + 41 =
25(5A + 2I) + 20A + 41 = 175A + 541.

(©)
A® = A*A = (175A + 541)A = 175A% + 541 = 779A +2901. m
Sejam A e B matrizes semelhantes, mostre que A e B tém
o mesmo polindmio caracteristico, logo os mesmos autovalores.

Dem: A e B sdo semelhantes se, e somente se, 1 P inversivel (e
de mesma ordem que A e B) talque P-A-P~! =B.
Temos que:

det(B—xI,) =det(P-A-P' —xP-I,-PY) =det(P- (A —xI,)- P %) =
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= det(P) - det(A — xI,,) - det(P™!) = det(A — xI,,). m

Sejam Tsp: R®* — 3 linear, a a base candnica
do R3, p=10,1,1),(0,-1,0),(1,0,1)} e

2 0 1
[Tl = |0 -3 1
0 0 -3

(a) Encontre o polindmio caracteristico de T, os autovalores de T e os

autovetores correspondentes.

(b) Ache [T]g e o polinomio caracteristico. Que observagdo vocé faz a este

respeito?

(c) Encontre uma base y de R® , se for posstvel, tal que [T]; seja diagonal.

SOLUCAO
(a)
pr(x) = det([Tl; — xI3)
2-x 0 1
= 0 -3-x 1 =
0 0 -3-x
= (2-x)(-3-x>

Os autovetores associados ao autovalor 2:

2 0 1 X
0 -3 1 |'ly|=2|ly|® z=y=0.
0O 0 -3 z

X

4
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Portanto, E, = [(1,0, 0)].

Os autovalores associados ao autovalor -3:

2 0 1 X X
0 -3 1 |'|ly|=-3ly|® z=x=0.
0O 0 -3 z z

Portanto, E_3 = [(0,1,0)].

(b)

(Tl = [ -7s- 10 =

-1 0 1][2 0 1 0 0 1
=|-1-11]|0 -3 1][]|1-10]|=
1 0 0[]0 0 3|1 0 1
(-4 0 -6

= |2 -3 -7

1 0 3

Como [T]5 e [T]g sdo semelhantes, podemos concluir que pos-

suem 0 mesmo polindmio caracteristico( Ver exercicio 2, acima).

(c) Observe que mr(x) = —(2—x)(—3 —x)?, portanto T ndo é diagona-
lizavel. Logo, ndo é possivel encontrar tal base. Observe ainda
queE;+E;#R%. =

Observacao 4.4.14. Consideramos mr(x) polindmio monico.

Seja A uma matriz 3 X 3 triangular superior com todos

os elementos acima da diagonal distintos e ndo nulos.

[eo RS VS

c
f
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(a) Quais sdo os autovalores e autovetores de A?
(b) Qual é o polindmio minimal de A?
SOLUCAO

(a)

pa(A) det(A — ALy) =
a—A»A b c
det 0 d-A e =
0 0 f-A

= (@=-Md-M(f - A.

Os autovalores de A sdo: g, d, f.

Autovetores associados ao autovalor a:

a b c x x
0 d e y|=aly|e
00 f z z
by+cz=0

oS d-ay+ez=0 @{z:y:O
(f-a)z=0

Portanto, [E, = Ker(A —al3) = [(1,0,0)].

Autovetores associados ao autovalor d:

a b c x
0 d e yl=dly|e
00 f z z
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—d b =0
(@a-d)x+by+cz {( —d+by =0
&< ez=0 =3
z=0
(f-d)z=0
Portanto,
E, = Ker(A —dly) = | [—2-1,0
d = Ker 3) — (ﬂ—d), s .
Obs: a # d.

Autovetores associados ao autovalor f:

a b c X X
0 d e yi|=fly|®e
00 f z z
_eb—c(d-f)z
(@a—fx+by+cz=0 x_m
&9 d-fly+ez=0 =1
fz=fz - __°
TR

Portanto,

Ej = Ker(A — dl;) = [(eb —cd-fz e )] .

@ pa-pn @a-pn'
Obs:a#d, d+ f.

(b) Como o polinémio caracteristico de A é um produto de fatores

lineares distintos, segue que
ma(x) = —palx) = =@ = x)d - x)(f —x). =

Observacao 4.4.15. Consideramos mr(x) polindmio monico.



Subsecdo 5.1  Exercicios Resolvidos 136

Seja T um operador linear sobre P>(IR) dado por
T(ag + ajx + azxz) =4ay — (aq — 6ax)x + e

(a) determine o polindmio caracteristico os autovalores de T;
(b) responda, justificando: T é diagondvel?

(c) encontre bases para cada subespago T-invariante uni-dimensional de
Pr(R).

SOLUCAO

(a) Considere a = {1, x, x*}, a base canonica de P>(R).

4 0 0
Te=|0 -1 6
01 0

Portanto, pr(x) = (4 — x)(x + 3)(x — 2).

(ii) Temos trés autovalores distintos e como autovetores associados
a autovalores distintos sdo LI, segue que T é diagonalizavel e
Es+E, +E3=R3 ondedimE_3 = dimE, = dimE4 = 1.

Autovetores associados ao autovalor 4:

4 0 O a
0 -1 6 b |=4|b|leb=c=0
0O 1 O c c

Portanto, E4 = [(1,0,0)] ={a | a € R}.

Autovetores associados ao autovalor 2:
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Portanto, IE; = [(0,2,1)] = {2cx + cx? | c € R}.

Autovetores associados ao autovalor -3:

4 0 O a a —0
0 -1 6|-|b|==3|blel’

b=-3c
0O 1 O c c

Portanto, E_3 = [(0,-3,1)] = {-3cx +cx?’ |[c€R}. m

Se A e B sio matrizes de ordem n,
(a) mostre que 0 é autovalor de A se e somente se A é singular;
(b) AB e BA tém os mesmos autovalores;

(c) se A é nio singular e A um autovalor de A, mostre que A~* é um auto
valor de A7

SOLUCAO

(a) 0 é autovalorde A & dv € R", ndo nulo, tal que Av=0 &
& Ker(A) # {0} & A ésingular.

(b) Seja A autovalor de AB.

(i) A =0 é autovalor de AB & Ker(AB) #
# {0} © Ker(BA) # {0} © 0 é autovalor de BA.

(ii) Caso A # 0:

e A éautovalor de AB < Jov € (R" - {0}) tal que
AB(v) = Av = B(v)(# 0) é autovetor de BA associado a
A & A é autovalor de BA.

e A éautovalor de BA & Jv € (R" - {0}) tal que BA(v) =

= Av = A(v)(# 0) é autovetor de AB associadoa A &
< A é autovalor de AB.
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(c) Observemos inicialmente que YA autovalor de A, A # 0.

A é autovalor de A & Jv € (R" — {0}) tal que
AW)=Av e AN AW) = AAv) e AN (v) =1 © ve
€ (R" — {0}) é autovalor de A~! associadoa A1 & A1

é autovalorde A™!. m

Mostre que as raizes caracteristicas (autovalores) de uma
matriz idempotente sido 0 ou 1, e que o posto de A é o niimero de raizes

caracteristicas iguais a 1.

SOLUCAO:
Seja A matriz de ordem n. Sabemos que
A%(v) = A(v) Yo € R". A é autovalorde A & Fv € (R” — {0}) tal que
A) == AA@D) =A@®) © A v=Av & A2=A)p=0 =
=A2-A)=0A=10ould=0.

A é diagonalizavel, pois ma(x) = x(x — 1), dai R” possui uma
base formada por autovetores de A, logo o posto de A é o nimero

de raizes caracteristicas iguaisa 1. m

Observacao 4.4.16. Em particular: Diz-se que um operador T € IL(V)
¢ idempotente se T> =T (isto é, se T o T(v) = T(v) para todo v € V).
Considere [T]5 a matriz da transformacdo T em relagdo a base o de
V (dimV < o). T é idempotente se, e somente se, [T]5 é idempotente.
Os autovalores de [T]5 sido 0e 1. Além disso, T é diagonalizdvel ji que

mr(x) =x(x—1). m

Diz-se que um operador linear T € 1L(V) é nilpotente se
existir um niimero inteiro positivo n tal que T" = 0 (istoé, ToToT o
- T(v) = 0 para todov € V.)

(a) Seja T nilpotente. Encontre seus autovalores.

(b) Encontre uma matriz Apo # 0 tal que T4: R?> — R? seja
nilpotente.
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(c) Seja V um espago vetorial de dimensdo finita sobre um corpo K, mostre
que Um operador T € IL(V) nilpotente, ndo nulo, ndo é diago-

nalizdovel.
SOLUCAO

(@) Como T" =0 para algum n € IN" segue que
mr(x) = K para algum k € IN*, portanto, 0 ¢é o tinico autovalor
deT.

(b) Observemos que: se T" = 0, T=1) £ 0 = Jv € R? tal que
{v, T(v), -+, T"'(v)} é LI, portanto, n = 2 ( Ver Apéndice II -
Transformagdes Lineares : Operadores Nilpotentes.)

Portanto, nabase {v, T(v)}, com v obtido acima, T tem a seguinte

Vo)

Assim, todas as matrizes nilpotentes de ordem 2 nao nulas tém

representacdo matricial:

indice 2 e numa base adequada tém a mesma representacgao

acima.

(c) De fato, seja n € (N — {0, 1}) tal que T" = 0 mas T D # 0.
Assim, mr(x) = x". Portanto, T ndo é diagonalizdvel. m

30 0
Mostreque A = | 0 2 =5 | ndoédiagonalizivel.
01 -2

No entanto, se A apresentar, numa certa base, um operador linear
T:V =V, ondeV é um espago vetorial complexo, entdo T é dia-
gonalizdvel. Verifique este fato ou, equivalentemente, que existe uma matriz

com elementos complexos P3y3, inversivel tal que
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300
PTAP = |0 i O
00 i
SOLUCAO
pa(x) = det(A—-xI3) =
3—-x 0 0
= det|] 0 2-x -5 [=@-0&*+1)

Como (x?>+1) nao é fatoravel em R[x], temos que mr(x) = —pr(x),
ja que eles tém os mesmos fatores irredutiveis. Se estivéssemos
trabalhando em C terfamos:
pa(x) = (3 = x)(x —i)(x + i) = —m(x). Neste caso, o polindmio mi-
nimal seria um produto de fatores lineares irredutiveis e distintos.

Portanto, A seria diagonalizdvel. m

Observacao 4.4.17. Consideramos mr(x) polinémio monico.

4.4.2 Formas Candnicas de Jordan

Definicido 4.4.18. Seja A € K. Um A - bloco de Jordan é uma matriz
quadrada com todas as entradas da diagonal iguais a A, as entradas
imediatamente abaixo da diagonal iguais a 1 e as demais entradas nulas.
Notacdo: |,.

Observacao 4.4.19. Uma outra definicido que pode ser encontrada em
alguns livros para um A - bloco de Jordan é: Uma matriz quadrada com
todas as entradas da diagonal iquais a A, as entradas imediatamente acima

da diagonal iguais a 1 e as demais entradas nulas.
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Definicao 4.4.20. Uma matriz A estd na forma candnica de Jordan se ela

é escrita com blocos de Jordan na diagonal e as outras entradas nulas, ou

seja,
Jo, 0 0 - 0
0 J,, 0 -~ 0
A= 0 0 . . 0
[0 0 0 - Jy |
onde cada ], tem um tamanho especifico nio necessariamente igual aos dos
outros.
Exemplo:
3 0 0 0
0 2 0 0
0 1 2 0
o : 0 0 : 2

Teorema 4.4.21. Seja T € IL(V) onde V é um espago vetorial sobre K,

de dimensdo n. Suponhamos
pr(x) = (x =A™ - (x = A2) - (x = Ar)7 e

mr(x) = (x = A" - (x = A% (x = A)"
Entdo:

1. existe, pelo menos, um bloco de Jordan de tamanho d; X d; associado

ao autovalor A;;

2. o nuimero de blocos de Jordan de T associados ao autovalor A; éa
dimensdo do autoespago associado a A;, ou seja, é igual a dimensdo
de E,, = Ker(T — A1).
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-

Demonstragdo: Ver HOFFMAN, Kenneth & KUNZE, Ray. Algebra

Linear. Editora Poligono: Sdo Paulo. 1971.

Exemplo: Seja A uma matriz de ordem 9 X9 cujo polindmio

caracteristico é (x —3)° - (x —2)* e cujo polinémio minimal é

(x=3)% - (x —2)2.

A menos de isomorfismos, as possiveis formas canénicas de Jor-

dan de A sdo:

(30 00000 0 0]

130000000
013000000
000300000
000130000
000002000
000001200
000000020
00000000 2|

(3000000 0 0]

130000000
013000000
000300000
000130000
000002000
000001200
00000O00O0?20
(00000001 2

(3 0 000000 0]

130000000
013000000
000300000
000030000
000002000
000001200
000000020

(00000000 2]

(3 0 00 0000 0]

130000000
013000000
000300000
000030000
000002000
000001200
00000O00O0?20

00000001 2]
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Generalizagido da diagonaliza¢do de operadores lineares sobre
um espaco vetorial de dimensao finita

Teorema 4.4.22. DECOMPOSICAO PRIMARIA

Sejam V espago vetorial sobre K, T : V. — V operador linear.

Se podemos fatorar mr(x) como produto de polindmios irredutiveis e
distintos em K[x], ou seja, mr(x) = p‘lil (x) - p? (x)-- -pf’(x) com pi(x) #
# pj(x) se i # j, pi(x) € K[x] irredutivel. Entdo existem E1,Ez,--- ,E, €
€ IL(V) que satisfazem:

1. Ey+Ey+---+E, =1L

2. Ei-Ej=0parai#j.

3. Ei#0,Yi=1,---,r.

4. Im(E;) = Ker(p(T)*),¥i=1,--- ,r.

Demonstracdo: Ver HOFFMAN, Kenneth & KUNZE, Ray. Algebm
Linear. Editora Poligono: Sdo Paulo. 1971.

Sejam T € (V) e V espago vetorial, sobre o corpo K, de
dimensao n.
Problema: O que fazer caso o operador T ndo seja diagonalizdvel?
Existem alguns teoremas que nos garantem a existéncia de uma base
para V, na qual T tem uma representacio matricial mais conve-
niente?

Além da forma canodnica de Jordan, vejamos mais um resultado
que nos permite obter uma representacao matricial mais conveniente
para T:

Teorema 4.4.23. Se mr(x) = (x — A1)% - (x = Ap) -+ (x = A%, entdo
existe uma base o para V tal que [T]3 = D+ N, D operador diagonal
e N operador nilpotente, onde:
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D=MEi+---+AE; N= [T]g —(/\1E1 +"'+/\rEr)
E,¥Yi=1,---,robtidos no Teorema da Decomposicio Primdria.

Demonstracdo: Ver HOFFMAN, Kenneth & KUNZE, Ray. /llgebm
Linear. Editora Poligono: Sdo Paulo. 1971.

4.4.3 Aplicacdes

Aplicacdo 1: Poténcias de uma matriz
Caso I: Seja A uma matriz de ordem n diagonalizdvel, entdo as
poténcias de A, AP para p € IN sdo facieis de calcular. Como A é

diagonalizavel, existe uma matriz inversivel M tal que

M .
Ao 0
M 'AM =D, sendoD=| "-. A3
0
An
Portanto,
[ .p
Ay )
Ay 0
AP = MDPM™!, sendoDP = | "-. )\Z
0
Ay

4 4
Mostre que a matrix A = [ 1 4 l é diagonalizdvel e

calcule A", paran € N.
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Solucdo:

PA(x)zdet{4Ix }=x2—8x+12=(x—2)(x—6)

4—x

2 0|
= A =2, )\2:6.Portanto,D:[ 0 6

. 2 4 X 0
Para A1 = 2, temos o sistema: = = Vy =2,-1)
1 2 y 0
. -2 4 X 0
Para A, = 6, temos o sistema: = = V), =
1 -2 y 0

21)

: 2 2] . 11 -2
Portanto, a matriz M = 11 eM1l= 1

MD'"M™! =

12 22 o ][1 2]
T4l -1 1|lo e (|1 2 |
1[2”+1+2.6” 4.6”—2””2]

4] er—2n  2mlioen

ATl

Caso 2: Seja A uma matriz de ordem n ndo diagonalizavel, entdo

existe uma matriz de Jordan | e uma matriz inversivel M tal que

M™AM =], sendo



Subsecdo 5.3  Aplicagcoes 146

(A, 10 1 | n ,
Ay 1 0 Ay 0
J = Az 1 = A3 +
0 IR | 0
A | An
0 1 0
0 1 0
+ 0 1
0 1
0 B
ou seja,
J=D+N

onde D é uma matriz diagonal e N é uma matriz nilpotente de ordem

n,ouseja N" = 0. Como DN = ND, temos que

]p=(D+N)p=D”+[’19)DP‘1N+[Z)DP‘2N2+---+

+ p Dp—n+1Nn—1
n-1

Portanto, AP = MJPM™1.

Se A =

S O =

1 0
4 1 |, calcule A",
0 4
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Solucdo:
4 00 010
A=D+N,ondeD=]0 4 0|eN=]0 0 1
0 0 4 0 0O
Como DN = ND e N® = 0, temos que
A" = (D+N)'=
= D DN+ X D a2
2
47" 0 0 4m-1 0 0 010
= |0 4" 0 |+n|0 41 0 00 1|+
0 0 4" 0 0 4n-1 0 0O
n-1) 472 0 0 0 01
% 0 42 00 0|=
0 0 4n-2 0 0O
4" n4n—1 n(”2—1)4n—2
= 0 4" n4n-1 ]
0 0 4"
9 4
Se A= [ 3 ], calcule A".
Solucdo:
9— 4
Pa(x) = det| =" X 6x+9=(x—3?%= A = 3.
-9 -3-x
31 30 01
Portanto, | = = + =D+N
0 3 0 3 00
. 6 4 X 0
Para A; = 3, temos o sistema: =
-9 -6 y 0

= V/\1 = (—2, 3)
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[ 2 4

Escolhemos v,, = (a,b) tal que M = 3

M1AM = J. Escolhemosa = -1, b =__1. Portanto a matriz,

-2 -1 L 1
M: eM =
3 1

Agora, como DN = ND, e N2 =0, te_mos

J*=({D+n)" = D"+nD"'N =

3" p3n-l

Logo
-2 -1 ] 3" n3"! 1
A" = MM = "
3 1 0 3" -3
_ gnel 3+6n 4n ..
-9n 3-6n

Aplicagao 2: Exponencial de uma matriz

Sendo A uma matriz de ordem 7, a série exponencial

A2 AP AP o A
I+A+5+§+---+H+---:kZ_O‘F

é convergente. A soma dessa série é denotada por e”.

3" 0 3=l 0 01
+n
0o 3" 0 3! 00

l é inversivel e

]:

Caso 1: Se A for uma matriz quadrada diagonalizavel, entdo

148
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o célculo de ¢# torna-se bem simples, pois sendo
M .

A2 0

A=MDM™, ondeD =] - A3

temos que

= iA—k:iM:M iD—k M = MPMT

! k! !
k=0 k=0 k=0
eh
eh2 0
= M et M1
0
eATl

4 4
Calcule e, sendo A a matrix A = [ - l .

Solugio:
Do exercicio 4.4.10 acima

20 2 2 41 1 -2
D= , M= eM ™ =- .
0 6 -1 1 411 2
Logo,

6 _e2 202 4+ ¢f

2.0 41 2¢% +2¢°  4e — 462
M ==
4 ¢

149
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Caso 2: Seja A uma matriz de ordem n ndo diagonalizavel, entdo

existe uma matriz de Jordan | e uma matriz inversivel M tal que

M™1AM =], sendo ] = D+N, onde D diagonal e N nilpotente de
ordem n. Como DN = ND e N" = 0 temos que

N2 Nn—l
€]:€D+N:eD,eN:eD{]+N+_+...+—}

2! (n—1)!
Portanto,
et = M/ M.
4 1 O
Calcule e, onde A=| 0 4 1
0 0 4
Solugio:
4 00 010
A=D+N,ondeD=]0 4 0|eN=|0 0 1
0 0 4 0 0O
Como DN = ND e N3 = 0, temos que
Nt = I+tN+%t2N2:
(1 00 010 ) 001
= 010+t001+§20002
| 0 0 1 0 0O 0 0O
r 1
1t 3
= 0 1 ¢
| 0 0 1
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Portanto,
1 12
M=ePeNt=¢1 01 t | m
0 1
B} ) 9 4
Calcule e, onde A é a matrix A = 9 3|
Solugio:

Do exercicio 4.4.12 acima

3 o] o] 5 2]

0 3 1 -3 =2
Logo,
1 t
elt = ePleNt = PH(T + tN) = &
01
Portanto,
oA = 3 1 t M= 1+ 6t 4t ‘
01 -9t 1-6t
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Aplicacado 3: Sistemas de Equacdes Lineares com coeficientes
constantes
Seja A matriz de ordem n. Considere o sistema de equagdes dife-

renciais lineares:

] )
X x5
X' =AX,ondeX=| x3 |eX =| X}
| X | | X,

Podemos escrever A como M ]M‘l, onde | é uma diagonal, ou na
forma canoénica Jordan. Fazendo a mudanga x = My, o sistema fica
equivalente a

Y =]Y

que é mais facil de resolver.

Resolve os sistema

X{ =3x1 +4x,
Xy = 3x1 + 2x2

dado que quando t = 0, X(0) = (x1,x2)" = (6,1)".

Solugio:

x] =3x1 +4x; IR xp| |3 4 X1
x5 = 3x1 + 2% x5 3 2 X2

3 4 3 -
Seja A :[ 3 2 l.Entéo, Pa(x) = det[ *
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6 0
= A =6, Ap = —1. Portanto, D = [ 0 l

Para A; = 6, temos o sistema:

-3 4 |[x]_Jo o
Rt MU MRS

Para A, = —1, temos o sistema:

4 4][x] [o o
R IHEH R

4 1
Portanto, a matriz M = l 3 . l

O sistema é equivalente a

v=1Jy

Y, = 6y1 = yi(t) = e
vy ==y = 1(t) = cze”

6t
n 1€
y = = _t
( Y2 ) ( C2¢ )
Logo, a solugdo é

M 4 1 c16% 4c1eft + cpet
X = = =
Y 3 -1 || cpet 3c16% — cpet

Sex; =6ex; =1quando t = 0, entdo

X(0) = 4cq + ¢ _ 6
()_ 3C1—C2 - 1

e, portanto, c; = 1 e co = 2. Logo, a solu¢do do problema do valor

Portanto,
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inicial é dada por

B 465 4 et
X= 3ebt — ¢t -

Ache a solugdo do sistema x’ = Ax sujeita a condigido

x(0) = (3,-3)f, onde
A= [ o4 }
-9 -3

Solugio:
Do exercicio 4.4.12,
31 -2 -1
A=MJM™, onde ] = eM =
0 3 3 1

Fazendo a mudanga x = My, o sistema é equivalente a

/

v =]y

Y1 =31+ 12
Yy = 3y2 = ya(t) = coe™

Portanto,
Yy, =3y + e = y1(t) = (c1 + cot)e

1 (c1 + cot)e®
y = = 3¢
2 cre
Logo, a solugdo é

-2 -1 l( (c1 + cot)e® ] B eBt[ —2¢1 — 20t — ¢ ]

3 1 cpet 3c1 + 30t + 0o

Portanto,

x:My:l
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Sex; =3 ex; = -3 quando t =0, entdo
—-2c1 — 3
X(0) = 1= | _
3c1+ 0 -3
e portanto c; = 0 e c; = —3. Logo, a solucdo do problema do valor

X = 363 1-2¢
1+ 3t

Aplicagao 4: Classificacao de Conicas

inicial é dada por

Uma cOnica é uma curva descrita em coordenadas candnicas do IR?

pela equagdo
Ax* +By* +2Cxy + Ex+ Fy+ G = 0 (*)

onde A, B,C,E, F,G sdo constantes. A cOnica esta na forma candnica
se em relagdo as coordenadas canodnicas do IR? a sua equagéo é da

forma:
A +By*+G =0 )

Exemplos sdo os circulos, elipses, parabolas e hipérboles. A equacao

(*) pode ser expressa matricialmente por:

[ x y][‘é ;]

Nosso objetivo é eliminar o termo misto Cxy. Para isso, observamos

A C

C
nalizavel, ou seja, existe uma matriz ortogonal P cujas colunas sdo

X

) +[E F]

y

: l+G =0 (%)

que a matriz K = [ l é real simétrica e, portanto, é diago-

os autovalores normalizados de K tal que PKP™! = D, é a matriz
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diagonal. Portanto, se colocamos

HEH

entdo a equagao (x * *) pode ser escrita como (pois P! = P)

E: y]PTDP[x]+[E F|P x,]+G:0
Y y
ou seja,
X’ X’
Xy D[ ,]+ E F|P ,]+G=0
ERaC MBI
A1 0 .
SeD = L A1 e Ay sendo os autovalores da matriz K,
2
temos que
M2+ A2+ [ E P T [+G=0
y

que ndo possui mais o termo misto e portanto a sua posicdo

geométrica serd facilmente reconhecida.

Descreva a conica cuja equagdo é

5x2—4xy+8y2+—x——y+4 0.

NG
Solugio:
5 2] x 20 80 X
L HE e s




5 =2
Seja K = [ l
-2 8

5 —
Entao, Px(x) = det
k() [ 5 8y

ﬁ/\1=9,)\2:4.

Para A; =9, temos o sistema:
-4 -2 x| |0
2 -1{ly| |o0
Para A, = 4, temos o sistema:

1 2][x] Jo P
R MR G

= V), =(@1,-2)

a2 1 =2
Seja P = :/25 ‘{gl,entéop‘lzpt: ‘f ‘{5]
5 5 5 b

X
Fazendo a mudancga l =P em (§) temos

y

e M R

S +40* +36u—-8v+4=0

Sl sl
Sl

Completando o quadrado temos que

2%  (@-1)
(u ‘2"2 ) + (© = ) =1 que é uma elipse. ®

157

l:x2—13x—36:(x—9)(x_4)

+4=0
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4.4.4 Exercicios Propostos

1. Ache os autovalores e autovetores correspondentes das

transformagoes lineares:

(@) T:R* — R* tal que

Tx,y,z,w)=(x, x+y, x+y+z, x+y+z+w).
(b) T:R> — R3talque T(x,y,2) = (x+y, x—y+2z, 2x+y—z)
(¢) T: Maxa — Max, tal que T(A) = A

2. (a) Mostre que um operador linear T (num espago de di-
mensdo finita) que comuta com qualquer operador linear
diagonalizavel é diagonalizédvel.

(b) Nas condigdes do item (a), mostre que na verdade T é um
multiplo escalar do operador identidade, isto é, existe um

numero r talque T =r-I.

3. Seja
(M a2 a a a
a M a a a
M .-
A = a a a a
a a a -+ M a
a a a a M
L dnXn

onde M e a sdo nimeros reais. Mostre que:

(a) os autovalores de A sdo A = M — a com multiplicidade
n-leu=M+mn-1a.
(b) detA =M —a)" V. [M+ (n—1al.

4. Encontre o operador linear T : R> — IR? com autovalores A; = 2

e Ay = =3 cujos autoespagos sao:

Vo={(x,2x); x #0}, V3 ={(y,-y); y # O}.
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5. Seja T : R*> - R3 a transformagéo linear definida por
T(x,y,2z) = (x +2y + 22,2x + y + 22, 2x + 2y + 2z).

Considere os vetores 51) =21, 1),52) =(,1, 1),?3 =(-2,0,2),
s = (-1,1,3)e V2 = (0,3,3), e identifique os que que sdo autovetores

de T. Determine os autovalores de T.
6. Seja T : R*> - R a transformagao linear definida por

T(x,y,2) =,y y),

mostre que os vetores = (1,0, 0),52) =(1,1,1) e 3 = (0,0,1) deter-
minam uma base de R® constituida por autovetores de T. Calcule a

representacdo matricial de T nesta base.

7.Seja T : R? — R? a transformagio linear definida por
T(x,y,z) = (y +z,2y + 2z, y + 22).

a) calcule o polinémio caracteristico de T;
b) calcule os autovalores e os subespagos proprios de T;

c) determine uma base de R® constituida por autovetores de T. Qual

é a representacdo matricial de T nesta base?

d) designando por A a matriz que representa T na base candnica de
R3, determine uma matriz de mudanca de base S e uma matriz
diagonal D tais que D = ST1AS.

8.Seja T : R*> — R3 a transformagao linear definida por
T(x,y,z) = Bx,2y + z,2z2),

a) calcule o polindmio caracteristico de T;
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b) calcule os autovetores e os subespagos préprios de T;

c) mostre que ndo existe uma base de R? constituida por autovetores
deT.

9. Seja T : R?> - RR? a transformagio linear que na base candnica de

IR? é representada pela matriz

9 0 0
3 7 -1
3 -2 8

a) calcule o polindmio caracteristico de T;
b) calcule os autovalores e os subespagos proprios de T;

c) determine uma matriz de mudanga de base S e uma matriz diag-
onal D tais que D = ST1AS.

10. Considere as matrizes:
11 -1 2 10 -4
A= , B= eC=
0 2 -4 5 24 -10

Mostre que todas sdo diagonalizaveis e calcule A", B" e C", para
n € N.

1 1 2 1
11. Calcule A" e B" com A = eB=
-1 3 -1 4

12. Seja Ty p : P2(R) — P2(IR) a transformacgao definida por
Tap = ap” + Bp, onde P>(RR) é o conjunto dos polindmios reais em x
de grau menor ouiguala2ea, € R,

a) mostre que T, g € uma transformagéo linear;
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B 0 2a
b) mostrequeA=| 0 B 0 |éamatrizrepresentativade T, gna
00 B

base {1, x,x%} de P> (R);
c) para que valores de w e 8, Ty g € inversivel?

d) determine os autovalores de T, g. Para que valores de w e 8, Tap
é diagonalizdvel?

e) paraa = 1 e p = 2 determine a forma candnica de Jordan de A e

a solugdo geral do sistema y’ = A7, onde i/ = [ Vi Y2 Y3 ]t.

1 -3 3
13. Considere amatrizA=| 3 -5 3
6 -6 4

a) determine os seus autovalores (Nota: um dos autovalores é 4);
b) determine o subespago préprio associado a cada autovalor ;

c) determine, sendo possivel, uma matriz U tal que U AU seja
diagonal;

d) determine a solugdo geral do sistema i’ = Aj.

2 1
14. Considere a matriz A = [ - }

a) mostre que A é diagonalizavel, identificando uma matriz diago-

nal D e uma matriz de mudanga de base S tais que A = SDS™};

b) calcule a tinica solu¢do do problema de valores iniciais

{ xx;(t) = 2x1(t) + x(t) L x1(0) = 1, %,(0) = —1.

(5 = =2x1(t) + 5xa(t)
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-1 9
15. Considere a matriz A = [ 1 s ]

a) mostre que A ndo é diagonalizavel, identificando um bloco de
Jordan | e uma matriz de mudanca de base S tais que
A =SDS™1;

b) calcule a tinica solu¢do do problema de valores iniciais

{xﬁﬂ=—MUV“”ﬂ” 11(0) = 5, 1(0) = 2.

x5 (t) = —x1(t) +5xa(t)
16. Considere a correspondéncia T : R®> — R? definida por
T(x,y,z2)=(x,y—2z,z-Y),
a) mostre que T é uma transformacao linear;

b) determine a matriz representativa de T supondo fixada em R® a
base formada pelos vetores (1,1,1), (0,1,1) e (0,0,1);

¢) a transformagdo T é inversivel? Justifique;

d) mostre que 0 é um auto valor de T e que (0,-1,1) é um autor vetor
de T;

e) determine a multiplicidade geométrica do auto valor associado
ao auto vetor (0,-1,1).

17. Seja A uma matriz quadrada de ordem n,
a) mostre que A e A’ tém 0 mesmo polindmio caracteristico;

b) supondo que A + I, = A(A! + I,,), mostre que, se det A # 1, entdo
—1 é autovalor de A;

2 -1
18. Considere a matriz A = [ ) 3 ],
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a) determine os seus valores préprios;
b) determine o subespago préprio associado a cada valor préprio;

c) determine, sendo possivel, uma matriz U tal que U 'AU seja

diagonal;
d) determine a solugdo geral do sistema y_)’ = Aj.

-1

2
19. Considere a matriz A = [ )
a

] com a parametro real,

a) para que valores de a, a matriz dada admite um tnico valor
proprio?

b) considerando a = -2, calcule et

¢) supondo a = 4, determine uma matriz P inversivel e uma forma

candnica de Jordan | tais que P"'AP = J.

20. Considere uma transformagio linear f : R® — RR® tal que
f(e_f) = e_z), f@) = e_f e f(e_g:) = e_g,), onde {?1),?2),?3)} é a base canOnica
de R.

010

a) mostre que Ay =| 1 0 0 [éa matriz representativa de f rela-
001
c

tivamente a base candnica;

b) sem utilizar a matriz da alinea (a) determine a expressdo geral

da transformacéo f;

c) determine o nicleo e a imagem de f bem como as respectivas

dimensoes. f é inversivel? Justifique;
d) verifique que A¢ é ortogonalmente diagonalizavel;

e) determine os valores de n € Z para os quais (Af)" = Ag;
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. . - > >

f) considerando fixada em R3 a base {u7, 15, 43}, onde
I T T T T T~ T S . .
Uy = e; —e3, Us = €1 e U3 = €1 + e3 + e3, determine a matriz
representativa de f relativamente a esta base e designe-a por

By. Justifique por que A e By tém os mesmos valores proprios.

21. Mostre que se A e B sdo matrizes quadradas e A é ndo singular,

entdo as matrizes A"'BA e B tém os mesmos valores préprios.

4 1
22. Considere a matriz A = [ 1 2 ],

a) determine a forma candnica de Jordan | da matriz A e calcule
uma matriz P tal que P1AP = I;

b) calcule e;

c) determine a solugdo geral do problema de valores iniciais

V=A%, j0=[1 -1].

23. (a) Mostre que duas matrizes semelhantes tém o mesmo polin6-

mio caracteristico

b) Aproveite (a) para mostrar que, sendo A uma matriz quadrada,

os valores proprios de e’ (t € R) sdo et

de A.

com A; valor préprio

24. Seja T : R> — R® uma transformacdo linear definida por
T(ag +a1x + azxz) = (bag + 6a1 + 2ap) — (a1 + 8ax)x + (ap — 2a2)x2

a) encontrar os autovalores da transformacao;

b) encontrar os subespagos préprios da transformacao.

25. Seja T : M*? — M?*? uma transformagio linear definida por

ol @ M2 || 2 2a9 a1 +
axgy  ax a1y — 2ay a
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a) encontrar os autovalores de T;
b) encontrar os autovetores de T.

26. Prove que a existéncia de um autovalor A = 0, para uma
transformagdo linear T é equivalente ao fato de T ser ndo inversivel.

HAB) = ¢t4 . ¢tB paratodot € R

27. Sejam A, B matrizes, prove que ¢
se, e somente se AB = BA.

28. Identifique as seguintes conicas. Ache o centro quando a conica
é uma elipse ou hipérbole, as assintotas se ela é hipérbole, o vértice

e 0 eixo da simetria se ela é uma pardbola. Esbogar as curvas.
(a) x* + y* — 2xy + 16x + 16y = 0;
(b) 16x* + 16y — 16x + 8y — 59 = 0;

(c) 7x% + 6xy — y* = 2x + 10y — 9 = 0.



Capitulo 5

Uma Aplicacao do Teorema
da Decomposicdao Primaria

SOLUCOES DE E.D.O. LINEARES COM COEFICIENTES
CONSTANTES

Considere: I = (a,b), I = (a,+0),I = (-o0,a)ou I =R, a,b e R.
K (= R ou C) um corpo.

CMI,K)={f: 1> K| f™:]— Kexiste e é continua em I}.
Denotamos D"'(f) = f.

CUILK) = {f : I » K| fécontinuaemlI}. D(f) representa a
derivada de f

Teorema 5.0.24. DECOMPOSICAO PRIMARIA

Seja V espago vetorial sobre K, T : V- — V (operador linear).
Suponha que existe um polinomio P(x) € K[x] , P(x) = P}'---P} ;
P]. (x), j =1,---,k sdo irredutiveis distintos tal que P(T) = 0, sejam
Wi={oeV|Pi(T)=0}i=1,--,k Logo V=W =, W; ecada

W; é T-invariante.
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Demonstracdo: Ver HOFFMAN, Kenneth & KUNZE, Ray. /llgebm
Linear. Editora Poligono: Sdo Paulo. 1971.

E.D.O. LINEARES COM COEFICIENTES CONSTANTES

Definicao 5.0.25. Uma equagdo diferencial linear com coeficientes

constantes é uma equagdo da forma:
[D" +a, 1D" ' +---+a1D +apl](Y) = fo | a; € R, fy € COR, K).
Definicdo 5.0.26. Escrevemos P(D)(Y) = fo, onde
P(t) = " + ap_1 " + - + agt + ag.

Observe que P(D) é um operador que se expressa como um polindmio em D.

k
Suponhamos que P(t) = H(t —¢), ¢ distintos Yi=1,--- ,k; ¢; € K(=

i=1
= Rou C).

Considere a equagdo homogénea P(D)(Y) = 0. Seja
W= {f e C'(R, K)|P(D)(f) =0}

Observe que: W = ker(P(D)) e portanto W é um espaco vetorial, sobre KK,
de dimensdo n.

Lema 5.0.27. W é D-invariante.

Lema 5.0.28. Seju c € Ke f € C'(R, K) = (D—cl)'(f) = e D’ (e f).

Teorema 5.0.29. As solugdes de P(D)(Y) =0  (I) sdo somas de fungoes
fl(t) = eCit[ao + ﬂlt + .-+ ai’i—ltri_l];

a; constantes € KVj=0,---,r;—1.  (Il).
Ou seja, f ésolugiode(I) & f = fi+ fo+ -+ fr, onde cada f; tem a
forma dada em (II) para cadai=1,--- k.
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Observacdo 5.0.30. As solugdes de (D —¢)"(Y) =0 sdo da forma

f(t) = eCt[ao + ﬂlt R a?’—ltr_l].

5.1 Exemplos

1. Determine a forma particular das equagdes abaixo:

(@) (D?> —4D +4D)(Y) = t (2¢*" +t sen (1))
SOLUCAO: Consideremos o operador:
(D - 2D*(D? + I)3

Aplicando o operador a equagao (a), obtemos:

(D -2D)*(D?* + 1)>(D? —4D +4I)(Y) =0 =
= D-20*D?*+1*}Y)=0=
= Y € Ker((D - 2D)*(D? + I)®).
Portanto,
Y(t) = Coe® + Cqte + Cot2e® + C3t3e? + Cyet + Cstelt +
+ Cgt2et + Cye™ + Cgte™™ + Cot2e™.
Assim, a solugdo particular pode ser escrita da seguinte
maneira:
Yp(t) = kot?e? +ki 136 +kpe't + kste +kyt2e +kse ™ +kgte ™ +
+ kyt?e7i.
Solucdo particular real (geral):
Yp(t) = kot?e? + kit3e + (ko + kst + k4t?) cos (t) + (ks + ket +
+kst?) sen (t). m
(b) (D? +2D + 2I)(y) = t> — 3te™% cos (5t)
SOLUCAO: Observemos que:
D3(t?) = 0, (D—(=2+5i)[)*(D—(-2-5i)[)*(-3te~ cos (5t)) =
=0.
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Consideremos o operador:

D3(D - (=2 + 5)[)*(D — (=2 = 5i)])?.

Aplicando o operador a equacgao (b), obtemos:

D3(D — (=2 +5)I)*(D — (-2 = 5{)[)>(D?* + 2D + 2I)(Y) = 0 =
= Y(t) € Ker(D3(D — (=2 +5i)[)*(D — (=2 = 5i)])*(D? + 2D +
+ 2I)).

Portanto,

Y(t) = Co+Cqt+ Cztz + C3€(_2+5i)t + C4t€(_2+5i)t + C5€(_2_5i)t +
+ Cote=2750t 4 Crell+t 4+ Cge1=Dt,

Logo, a solugdo particular pode ser escrita da seguinte
maneira:

Yp(t) =ko+kit+ kztz + k3€(_2+5i)t + k4t€(_2+5i)t + k5€(_2_5i)t +
+ kegte =275t

Solucdo particular real (geral):

Yp(t) =

= ko+kit+kot? + (ks +kyt)e > cos (5t)+ (ks +ket)e % sen (5t).

(c) (D?>+ 13D —ID)(Y) =3¢~ + 5t cos (t)
(D+D)(3e™*) =0, (D —il)*>(D + il)*>(5¢* cos (t)) = 0.

Consideremos o operador: (D + I)(D —il)3(D + il)>.
Aplicando o operador a equagao (c), obtemos:

(D + (D —il)*(D+i)*(D* +1)>(D-1)(Y)=0=
= Y(t) € Ker(D + I)(D — il)*>(D + i)>(D? + 1)*(D - I)).
Portanto,
Y(t) = Coet +Cref +(Ca+Cat +Cyt? + Cst3 + Cot* + Crt0)e 7 +

+(C8 + Cgt + thZ + C11t3 + C12t4 + C13t5)€it.
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Logo, a solugdo particular pode ser escrita da seguinte

maneira:

Yp(t) = k()e_t + (k1t3 + k2t4 + k3t5)€_it + (k4t3 + k5t4 + k6t5)€it.

Solucdo particular real (geral):
Yp(t) = koe™t + (ki£2 + kot* + k3t®) cos (t) + (kgt® + kst +
+kst°) sen (t). m

D*(D* — 4D + 6D? — 4D + I)(Y) = (> + 1)(1 — é').
SOLUCAO:

D3 +1) =0, (D-D)>(-t? —¢') = 0.
Consideremos o operador: D3(D - I)3.
Aplicando o operador a equagado, obtemos:
DD - I)*(D* —4D° + 6D* = 4D + )(Y) = 0 =
= Y € Ker(D*(D — I)>(D* — 4D + 6D? — 4D + I)(Y)).
Portanto,

4 6

Y(t) =Y it + () Cit)e.
=0

=0

Logo, a solugdo particular pode ser escrita da seguinte

maneira:

4 6
Yp()= Y Citl + (Z Cithe'. m
j=2 j=4
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(e) (D8 —2D* + I)(Y) = (2t — 1) cosh (t) + t3 sen (¢).

SOLUCAO:
et —et
Sabemos que: cosh (t) = >
Assim:
et —et et et
(2t — 1) cosh (t) = (2t — 1) =-7+ te' + > - te™t.

t —t
(D- 1)2(—6E +tef) =0, (D + 1)2(% —tet) =0,

(D + iD*(D — il)*(t3sen(t)) = 0.

Consideremos o operador: (D —I)*(D +1)*(D +il)*(D —il)*.

Aplicando o operador a equagao, obtemos:
(D - D*(D + D*D + iD*(D - iD*(D® = 2D* + I)(Y) =
= Y(t) € Ker((D-D)*(D +1)*(D +i)*(D —il)*(D® - 2D* +1)).

Portanto,

3 3 5 5
() = (Y Cithe' + (Y Cithe' +(Y Bithe +() Bithe ™.
j=0 j=0 j=0 j=0

Logo, a solugdo particular pode ser escrita da seguinte
maneira:

3 3 5 5

Yp(t) = (Z Cithe! + (Z Cithe' + (Z Bjti)e! + (Z Bithe .
j=2 j=2 j=0 j=0

Solucdo particular real (geral):

3 3 5
Yp(t) = (Z Cithe' + (Y Cithe' + () Bjt)) cos () +
j j=2 j=2

]) sen (

Mm
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(f) (D? —I)(D*+ D - 2I)(Y) = e? sen (V3t) — t cos (V31).
SOLUCAO:
(D -3 —iVB))(D - (3 +iV3)D)e> sen (V3t) = 0
(D — i V3D2(D + i V3D)2(t cos (V3t)) = 0.

Consideremos o operador:
D - (% —iV3)I[D - (% +iV3)I|(D — i V3I)2(D + i V3I)%.

Aplicando o operador a equagado, obtemos:

(D- (4 =i V3)I)(D - (X +iV3)I)(D—i V3)*(D+iV3I*(D® -
-D(D*+D-2I)(Y)=0=

Y(t) € ker(D — (3 =i V3)I)(D - (X +i V3)I)(D —i V3D*(D +
+iV3D3(D? - I)(D? + D - 2I)).

Logo, a solugdo particular pode ser escrita da seguinte

maneira:
Yp(t) = Coe2e V34 Cretel V34 Coel V3 4 Catel V3E£ Cyte V34
+ C5t€_i\/§

Solucdo particular real (geral):
Yp(t) = (Co cos (V3t)+Cy sen (V3t))ez +(Co+Cst) cos (V3h)+

+(C4 + Cst) sen (V3t). m

5.2 Exercicios Propostos

t sen (f)
5

2. (D? = 2D +I)(D? — 4I)>(Y) = t senh (t) + cosh (2¢).

1. (D -D3(Y) = 2t + 1)% +

3. [(4D* 4D +5I)(D?> + 2D + DJ2(Y) = t (1 + e? sen (t) —t cos (1)).
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4. D(D? - 4I°(Y) = (t + 1)?[(t + 1) + senh (28)].

Observacio 5.2.1. Sugestio de leitura

Dentre o material disponivel no acervo da Biblioteca da UESC, citamos
o sequinte trabalho para obterem outras aplicacdes da Algebra Linear na
Teoria da Equacodes Diferenciais.

1. BRANDAO. Daniel Nicolau, Formas Canonicas e Sistemas de Equacdes
Diferenciais. 2006. 59f. Monografia (Trabalho de conclusdo de
Curso) - Bacharelado em Matemdtica, Universidade Esta-
dual de Santa Cruz, [lhéus.
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Respostas dos Exercicios
Propostos

e Matrizes (pagina 26)

cos nf —sennf
sennf@ cos nb

6)'1 ol o 1] 10 -1 0
0o 1| [Tt of |0 -1]]0 1

7) 1

2
a N

l onde bc = 1

Nl= S

(oo [0 1]

8) @5 ()10 (135 @15 () (H5 (5 (W) -5

9) @x=+1,-2 (b)x=1,3 ()x=0,2,2
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2710 \/_

1
10) 100 11) (@) 4 (b)) — 12) 3
(B2 + 5I) . (B2+5]) 6 -2 -1
@B-———==1 (GB)B "' =———=(0 1 0
2 2
4 3 5
13)
34 -24 -17
B=| 0 -3 0
68 5 17
14) { (a) Verdadeira (b) Falsa (c) Falsa
(d) Falsa (d) Verdadeira
[ —26% I —23%
15) 20064 II—22% 20114 I1-23,2% 17)BL.A™.
I - 52% III - 53,8%
B.

e Sistemas Lineares (pagina 51)
1) (@)a=-2 (b)a # +2 (ca=2
x=1,y=0,z=2, w=0
{ a)x=0,y=0,z=0

byxy=-s—t,xp=8,x3=—t, x4=0, x5=1

Se a # 11, o sistema é possivel e determinado;

se o = 11 e B = 20 o sistema é possivel e indeterminado,
com solugdo x = =30 + 29z, y = 10 - 8z;

sea =11 ep # 20, o sistema é impossivel.

Caso a =1, o sistema é indeterminado com solugdo
x=9-46t, y=1-3t z=-3+16t;

caso @ # 1, o sistema é possivel e determinado

com solucéo: (—— } 3, 3)
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Sea #0ea # 6, osistema é possivel e determinado;
casoa=0ef = —%, o sistema é indeterminado tendo
a sua solugdo de dimenséao 1;

() esea=0ep# —%, o sistema é impossivel;

casoa =6eff = —62—3, o sistema é indeterminado tendo

a sua solugédo dimenséo 1;

esea=6ef # —%, o sistema é impossivel.
5)a=-2, +1

6) Devemos comprar as resisténcias Ry, Ry, R3, R4, R5 com as
correntes méximas 5A, 3A, 0.5A, 3A, 3A respectivamente.
O custo total sera de R$ 115,00.

e Espacos Vetoriais (pdgina 88)
D{ @Ndo ()Sim ()Nio (d)Nao (e) Ndo

2){ @Nao (B)Nao ()Ndo (@ Sim  (¢)Sim

(a) Uma base F = {(1,-1,0),(0,0,1)}; dimF = 2;
b)G={(x,y,2)eR | x+y=0}

Conjunto gerador que ndo é base =
={(0,0,1),(1,-1,0),(-1,1,1)}; dimG = 2.

) F+G={(xv,2) €eR® | x+y=0} dim(F+G) =2;
F + G ndo é soma direta.

(4) Uma base para F : {(1,1,0,3),(0,0,1,0)}; dimF = 2;
b G={(x,yzw) eR | x+y-2w=0ey+z+w=0};
4){ (c) umabase paraF+ G:
{(1,1,0,3),(0,0,1,0),(1,-1,1,0),(1,1,-2,1)};

dim(F + G) = 4; F + G é uma soma direta.

5) { B)@3,1,1) (0{(1,1,1,0), (0,2,2,1), (-2,0,0,1)}
(a) F(falso). Observe queu ¢ F & —u ¢ F mas,
9 u—-u=0€F;
(b) V(verdadeiro).
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e Transformacdes Lineares (pagina 128)
(a) nulidade =1

) {(3,0,-1,-1,0), (0,3,2,-1,0)}
(c) dim =3
(4){(1,0,0,-7), (0,1,0,-3), (0,0,1,3)}

- xX—y
2){ O k=0, Ty =(TL,y)
(c) dimensdo =1, base = {(1, -1)}

)

3) (=8,0)

(b) O ntcleo é formado pelas matrizes reais simétricas,
dim = 3, base:

e

0 0 1 0
01 -1 0
c
© 0 -1 1 0
0 0 0 O

5 (a) Uma base é {(0,2,1), (0,0,1)}
(b) Nuc(T) tem dimensao 1 e base {(0,0, 1)}

6){ (a) 8'+ 8x — 7x?
(b) Sim

(@) Nuc(T) tem dimenséo 1 e base{(1, 1, 0)}
7){ (b) dimensao = 2
(c) Nao

—sen —cosH

—cosB senf
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(30 0 4 30 0 4
03 4 0 1103 4 0
a) A= bA_lz—
@ 0 4 -3 0 ®) 2510 4 -3 0
9) |40 0 -3 4 0 0 -3
-1 -2
c) X =
© 14 7
1 2 -1 1 4 3
@[TE=]10 -1 0 OITE = -1 -2 -9
1 0 7 1 1 8

10) ¢ (T = %(736 +14y +z, -8y, —x — 2y + z)

, 7 29 30
@[T g = 3 1 5 -6
-1 3 -2

(0) Nuc(T) = [(2, =3, 2)]

11) ¢ (¢) F(x,v) = (x + 2y, 2x + 2y, 3x + 4y)

(d) G(x, y) = (=3y,3x)

e Diagonalizacdo (pdgina 168)
@A=1;,0v,=(0,00,1)

(b) Al = —1, Op = (—2,4, 1),’ /\2 = 2, Op, = (1, 1, 1);
/\3 = —2, Oy = (1, -3, 1)

C J10] , [o1] ., [oo]
Oh=Lo =10 o™ |1 0™ |0 1]

0 -1
/\2 = _1/ Op, = 10




Respostas 179

4) T(x,y) = —%(4x -5y, —10x — )

5) Nenhum dos vetores sdo autovetores. Os autovalores sdo

» 5+ V33
2
000
6)[Tlzg=| 0 1 o]
000
(a) P(A) = =A% —4A% + 21
A =0, Ex, =1[(1,0,0)];
(b){/\z—2+‘/§, Ex, =[(1,2, V2)];
A3 =2- V2, Ej, = [(-1,-2, V2)]
(©) B=1(1,0,0), (1,2, V2), (-1,-2, V2)]
7) 0 0 0
[Tls=|0 2++v2 0 ]
0 0 2-42
1 1 -1 0 o0 0
(d)S—'O 2 =2 |;D=|02-v2 0 ‘
0 V2 V2 0 0 2-12
(@) P(A) = 3= A)(2 - A)?
8)
(b) A1 =2, Ex, =1(0,1,0)]; A2 =3, Ej, =[(1,0,0)]
(@) P(A) = (6 = A)(9 — A)?
(b) Ay =6, E;, =[(0,1,1)]; A2 =9,
Ex, =1[(1,0,3)], v1, = (0,1,-2)
9)
010 6 0 0
(c)s_l1 01 |;D=|0 9 o]
1 3 =2 009
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A 1 2"-1 B 2-3" 3"-1
o 20 | 2-23" -1+23" |
10)
o[ 322y -
| 6.(2)" —6(=2)" 3(-2)" —2(2")
[ 27— 2t 2!
A" =
—n2"b 2 4 ppn-l ]
11) i 3" _ 371—1 311—1
Bt = n n
-n3"1 3n 43l
¢) Topinversivel se f # 0, a € R
d) A = B. T, p diagonalizdvel se« = 0, f € R
12) 210 y1 = (c1 + 2c3t)e?
e)| 0 2 0,3 yo=coe*
00 2 Y3 = c3e?
(Ll) /\1 =4, Az =-2
() Ex, = [(1,1,2)], B, =[(1,1,0)],
EY =[(0,1,1)]
110
1B)ys (1 11
2 01
y1 = cret + e
) { y2 = cre* + coe™ + cze
y3 = 2c1e* + ce7

30 11 x1 = 3e3 — 24
14 D= .S = b
){(a) lo 4] [1 2] (){x2=3e3f—4e4f

2], [3 1 x1 = 3(1 + t)e?
15){(”)]_[0 2]’5_[1 0 ] (b){x2=(2+t)e2f
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16)

18)

19)

20)

181

1 0 0
@l-10 -1
0 0 2

(c) ndo inversivel

(e) mult. geom. =1

(ﬂ)/\l =4, Azzl
(b) Er, = [(1,-2)], B} = [(1,1)]

1 1

o] 51

) y1 = cret + cpet
Yo = —2c1e* + cpet

(@a=0a=4

@2+ V3)(eV —e V) (7+4V3)e V-V

-1 1 [31
10’]_03

(b) f(x,y,2) = (¥, x,2)

(b) [ (7 +4 3V =V @4 VBV =)

()P =

(€) Nue(f) = 1(0,0,0)), dim(Nuc(f)) = 0
Im(f) = {(1/ 0, 0)/ (0, 1, O)/ (0/ 0, 1)}/
dim(Im(f)) = 3, f é inversivel.

(e) n impar

S NI- NI
| NIw
N[—
=N |
S
S —

(f)Bf—l

=]
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31 1 1
oo sl el bl

22)
(b)eAfze’D‘f[lH t l (C){ylze:’)tt

-t 1-t Yo = —¢

24){ (@ A1 =3, Aa=—4 () Ey, =[(5,-2,1)], Ex, =[(-6,8,3)]

@A=-1, =1 A3=2

) o2 23 |1 4
Oon=l 1 g7 1 "™ 71 ¢

28) { (a) pardbola  (b)elipse  (c) hipérbole

Solugoes de E.D.O com coeficientes constantes(pagina 143)
1)Yp(t) = (ko + kit + kot?)t3et + (ks + kyt) cos (t) + (ks + ket) sen (t).
2)Yp(t) = (ko + kit)2et + (ko + kst)e™ + kyt?e® + kst?e2.

3)Yp(t) = ko + kyt + 2e3[(ks + kyt) cos (£) + (ks + ket) sen (£)] +

+ (k7 + kgt + k9t2) cos (t) + (kw + ki1t + klztz) sen (t).
7

4 7
HYp() = Y kit + (Y Kithe? + (Y Githe ™.
j=1 j=5

=5



Capitulo 7
Considerac¢oes Finais

XV Semindrio Estudantil de Pesquisa - V.1 - UFBA
- 1996.

C5-MATEMATICA

TITULO DO TRABALHO: ESPACOS VETORIAIS DE DIMENSAO
INFINITA

BOLSISTAS: Claudia Ribeiro Santana - Matemaética (PIBIC/CNPQ)
Maria Amélia de Pinho Barbosa - Matematica (PIBIC/CNPQ).
ORIENTADORA: Ednalva Vergasta Andrade, Instituto de
Matematica, Dept® de Matemadtica da UFBA.

RESUMO DO TRABALHO:

Um dos objetivos do presente trabalho foi comparar espagos ve-
toriais de dimenséo finita com os de dimenséo infinita, verificando
que muitos resultados vélidos para a dimenséo finita ndo sao validos
se a dimensdo for infinita. Sabemos que nos espagos de dimensdo
finita todo operador linear possui um operador auto adjunto, todo
operador auto-adjunto possui uma base ortonormal formada por
vetores caracteristicos, todo funcional linear é associado a um vetor
representante e que sendo W subespaco, temos W+ = W. Bus-

camos em espagos vetoriais de dimensdo infinita, contra-exemplos.
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Obtivemos exemplos de operadores sem adjunto, de um operador
auto-adjunto sem vetores caracteristicos, de um funcional linear sem
representante e de um subespaco W tal que W= # W.
Estudamos também algumas caracteristicas e propriedades dos espa-
cos de Hilbert e Banach, que sdo espagos vetoriais de dimensao in-
finita. Como exemplo de espago de Hilbert, citaremos o 2, que é
um espac¢o normado munido de um produto interno. Neste espaco,
foram estudados conceitos e resultados tais como a forma quadratica
associada a um produto interno, a desigualdade de Cauchy-Schwarz,
a lei do paralelogramo, a métrica de um espago normado, o Teorema
de Jordan - Von Neumann e a existéncia de um isomorfismo entre
o I2 e qualquer espago de Hilbert de dimensao infinita que possui
uma base ortonormal. Como exemplo de espago de Banach, citare-
mos o espago vetorial normado /¥,p > 1,p € IN. Os elementos deste
espago satisfazem algumas condigdes, tais como a desigualdade de
Holder, que é a forma mais geral da desigualdade de Minkowski,
que corresponde a desigualdade triangular. Algumas caracteristicas
basicas forma verificadas, com ser completo, ou seja, toda seqiiéncia
de Cauchy neste espago é convergente. Para p # 2 a lei do paralelo-
gramo ndo ¢é satisfeita, e a norma ndo provém de um produto in-
terno, portanto 7, p # 2 ndo é um espaco de Hilbert. E interessante
observar que todo espago de Hilbert é um espaco de Banach.

PALAVRAS CHAVES: Contra-exemplos, Hilbert, Banach, nor-
mado, completo.

TITULO DO PROJETO DO(S)ORIENTADOR(ES): ESPACOS
VETORIAIS DE DIMENSAO INFINITA.
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